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▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡ s♦✉✈❡♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st s♦✉✈❡♥t s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❛♣✲
♣r♦❝❤❡r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ré❡❧s✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ♣✐①❡❧s ♦✉ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦ù ❝❡
♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❛♣♣r♦♣r✐é✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛❧♦rs✱ ❛♣rès ❝❡tt❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡s ❛✉① ♣✐①❡❧s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❜❛sés s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s
♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝✲
tr❛❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s❡ tr❛❞✉✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡rr❡✉r ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s
s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❡t ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s q✉❛♥❞ ❧❡s ♣✐①❡❧s rés✉❧t❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r
❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts très ♣❡✉ r❡♣rés❡♥tés ❡t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❞❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ♥♦♥✲♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ✭♦♠✲
❜r❡s✱ r❡❧✐❡❢s✱✳✳✳✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳
✈

❆❜str❛❝t
❙♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ✐s ♦♥❡ t❤❡ ♠❛❥♦r ✐ss✉❡s ❛r✐s✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✳ ▼♦st ✉♥♠✐①✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡❧② ♦♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✜rst
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠✐①t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♠❛❣❡s ✭❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ s❝❡♥❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ♠✉st t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
t♦ ❛♥❛❧②③❡ s✉❝❤ ✐♠❛❣❡s✳
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ st✉❞② ♥❡✇ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❛♥❛❧②③❡
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❋✐rst✱ ❛ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡✐r ♣r♦♣♦rt✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s
✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s♣❡❝tr❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s✉❜s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ✉s✉❛❧❧② r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s t❤❛♥ t❤♦s❡
❛ss✉♠✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❢t❡♥ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦st ❛❝t✉❛❧
♠✐①t✉r❡s✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❞❡t❡❝t ♣✐①❡❧s ♦r r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❚❤✐s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② t♦ ♣✐①❡❧s r❡q✉✐r✐♥❣
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♥❡✇ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♣✐①❡❧s ♦r r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ♦❝❝✉r ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦rs t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r s♣❡❝tr❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s r❡s✉❧t ❢r♦♠ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♠✐①t✉r❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❢❡✇ ♣✐①❡❧s ✭❛♥❞ ❤❛r❞❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✮ ❛♥❞ ❧♦❝❛t❡ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts
♦❝❝✉r ✭s❤❛❞♦✇✱ r❡❧✐❡❢✱ ✳✳✳✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
✈✐✐

❆❝r♦♥②♠❡s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s
❆❝r♦♥②♠❡s
❆❘❊ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r
❈❈❘▲❇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
❈❍▼❈ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
❈❘▲❇ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
❈❍▼❈ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
❉❆● ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤
❊❊❆ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ❢✉❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧
❋▼ ❋❛♥ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧
●❇▼ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧
●▲❘❚ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st
●P ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss
●P▲❱▼ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧
❍▼❈ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
✐✳✐✳❞✳ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
❑✲❋❈▲❙ ❦❡r♥❡❧ ❢✉❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s
▲▲✲●P▲❱▼ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧
▲▼▼ ❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧
▲❙ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s
▼❆P ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
▼❈▼❈ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
▼▼❙❊ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r
▼▲❊ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r
▼❘❋ ▼❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞
▼❙❊ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r
◆▲▼▼ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧
P❈❆ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
PP◆▼▼ ♣♦st ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❘❈❆✲❙❯ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✲❜❛s❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❘◆▼❙❊ r♦♦t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r
✐①
❘❑❍❙ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡
❙❆▼ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❣❧❡ ♠❛♣♣❡r
❙◆❘ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦
❙❖ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❙❯ s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❙t❛♥❞❛r❞ ♥♦t❛t✐♦♥s
∝ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
∼ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
≪ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r
≫ ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r
Γ(·) ●❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
B(·, ·) ❇❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
δ(·) ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
⊙ ❍❛❞❛♠❛r❞ ♣r♦❞✉❝t
⊗ ❑r♦♥❡❝❦❡r ♣r♦❞✉❝t
✶E (x) ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ E
 ✶E (x) = 1 ✐❢ x ∈ E✶E (x) = 0 ❡❧s❡✳
▼❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥s
x s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡
① ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r
·T tr❛♥s♣♦s❡ ♦♣❡r❛t♦r
❳ ♠❛tr✐①
①n nt❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❳
①n,: ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ nt❤ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❳
tr(❳) tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❳
❡tr(❳) ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❳
|❳| ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❳
1d d× 1 ♦♥❡s ✈❡❝t♦r
0d d× 1 ③❡r♦s ✈❡❝t♦r
■d d× d ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①
‖x‖ st❛♥❞❛r❞ ℓ2✲♥♦r♠ ‖x‖ =
√
xTx
①
❙♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s
R ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
r ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✐♥❞❡①
N ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s
n ♣✐①❡❧ ✐♥❞❡①
L ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s
ℓ ❜❛♥❞ ✐♥❞❡①
y ♣✐①❡❧ s♣❡❝tr✉♠
a ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r
mr rt❤ ❡♥❞♠❡♠❜❡r s♣❡❝tr✉♠
M ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐①
❙❛♠♣❧✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s
N▼❈ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥
N❜✐ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥
N▲❋ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡❛♣✲❢r♦❣ st❡♣s
x(k) k✲t❤ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥
(
x(k)
)
k=1,...,N▼❈
❯s✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
UE(x) ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t E
N (m,σ2) ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ m ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
NE(m,σ2) tr✉♥❝❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ s✉♣♣♦rt ✐s E
❛♥❞ ✇✐t❤ ❤✐❞❞❡♥ ♠❡❛♥ m ❛♥❞ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
N (m,Σ) ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ m ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ
NE(m,Σ) tr✉♥❝❛t❡❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ s✉♣♣♦rt ✐s E
❛♥❞ ✇✐t❤ ❤✐❞❞❡♥ ♠❡❛♥ m ❛♥❞ ❤✐❞❞❡♥ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ
IG(γ, ν) ✐♥✈❡rs❡✲❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ❛♥❞ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ν✳
Be(α, β) ❇❡t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ β✳
①✐
①✐✐
❈♦♥t❡♥ts
❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✐✐✐
❘és✉♠é ✈
❆❜str❛❝t ✈✐✐
❆❝r♦♥②♠❡s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ✐①
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮ ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✺
✶ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ✶✼
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✸✳✾ P✐①❡❧s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r ✭r❡❞ ❝r♦ss❡s✮ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✭❜❧✉❡ ❞♦ts✮ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r s✉❜✲✐♠❛❣❡s S1 ✭▲▼▼✮✱
S2 ✭❋▼✮✱ S3 ✭●❇▼✮ ❛♥❞ S4 ✭PP◆▼▼✮✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❝❛s❡ ▲▼▼ ✐s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
①✈✐✐✐
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✸✳✶✵ ❆❱■❘■❙ ✐♠❛❣❡ ♦❢ 190× 250 ♣✐①❡❧s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❈✉♣r✐t❡ s❝❡♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦❧♦rs✳ ✶✵✷
✸✳✶✶ ❋♦✉rt❡❡♥ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❈✉♣r✐t❡ s❝❡♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✸✳✶✷ ❋♦✉rt❡❡♥ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❈✉♣r✐t❡ s❝❡♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✸✳✶✸ ▲❡❢t✿ ♠❛♣ ♦❢ bˆ ❢♦r t❤❡ ❈✉♣r✐t❡ s❝❡♥❡✳ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ ❢♦r PFA = 10−2 ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ❢♦r
PFA = 10
−6 ✭r✐❣❤t✮✳ ❇❧❛❝❦ ✭r❡s♣✳ ✇❤✐t❡✮ ♣✐①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣✐①❡❧s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r❧② ✭r❡s♣✳
♥♦♥❧✐♥❡❛r❧②✮ ♠✐①❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✸✳✶✹ ❆❝t✉❛❧ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✭❞✐❛♠♦♥❞s✮ r❡❝❡✐✈❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❘❖❈s✮ ♦❢ t❤❡ ✜rst
t❡st ✭❦♥♦✇♥ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❢♦r ν = 0.4 ✭❜❧✉❡✮✱ ν = 0.5 ✭r❡❞✮✱ ν = 0.6 ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ν = 0.7 ✭❜❧❛❝❦✮✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✸✳✶✺ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❘❖❈s ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✸✳✹✻✮ ✭✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❢♦r σˆ2 = 0.95σ2 ✭❧❡❢t✮✱ σˆ2 = σ2 ✭♠✐❞❞❧❡✮
❛♥❞ σˆ2 = 1.05σ2 ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ PFA = 0.1 ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✳✶✵✾
✸✳✶✻ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❘❖❈s ♦❢ t❤❡ t❡sts ✭✸✳✹✷✮ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮✱ ✭✸✳✹✻✮ ✭❜❧✉❡ ❝r♦ss❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ t❡st st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤
✸✳✸ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r S1 t♦ S4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✸✳✶✼ ❈✉♣r✐t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ▲▼▼✲❜❛s❡❞ ✭❜♦tt♦♠✮ ♥♦♥❧✐♥✲
❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs ❢♦r PFA = 10−2 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ PFA = 10−6 ✭r✐❣❤t✮✳ ❇❧❛❝❦ ✭r❡s♣✳ ✇❤✐t❡✮ ♣✐①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ♣✐①❡❧s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r❧② ✭r❡s♣✳ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧②✮ ♠✐①❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✹✳✶ ✹✲♣✐①❡❧ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✽✲♣✐①❡❧ ✭r✐❣❤t✮ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣✐①❡❧ ❛♣♣❡❛r ❛s ❛ ❜❧❛❝❦
❝✐r❝❧❡ ✇❤❡r❡❛s ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✇❤✐t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
✹✳✷ ❉❆● ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ♣r✐♦rs ✭t❤❡ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❜♦①❡s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
✹✳✸ ❆❝t✉❛❧ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ✭r✐❣❤t✮ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst
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✹✳✹ ❆❝t✉❛❧ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❘❈❆✲❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❜❧✉❡✮ ❢♦r t❤❡ s②♥✲
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✹✳✺ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ★✷✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✹✳✻ ❘❡❛❧ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ▼❛❞♦♥♥❛ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❍②s♣❡① ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ s❝❛♥♥❡r ♦✈❡r ❱✐❧❧❡❧♦♥❣✉❡✱
❋r❛♥❝❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ s✉❜✲✐♠❛❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭r✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
✹✳✼ ❚❤❡ R = 3 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ◆✲❋✐♥❞r ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ▼❛❞♦♥♥❛ s✉❜✲✐♠❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
✹✳✽ ❚❤❡ R = 3 ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❋❈▲❙✱ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞✱ ❑✲❍②♣❡✱ ❛♥❞ ❘❈❆✲❙❯ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ▼❛❞♦♥♥❛ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭✇❤✐t❡ ♣✐①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❜❧❛❝❦
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✹✳✾ ◆♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❘❈❆✲❙❯ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❍②s✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❜❧✉❡✮ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ▼❛❞♦♥♥❛
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✹✳✶✵ ✭❛✮ ❚r✉❡ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ✭❜✮ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
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①✐①

▲✐st ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✶✳✶ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✶✳✷ ❚❛②❧♦r ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✶✳✸ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❙✉❜❣r❛❞✐❡♥t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ✳ ✷✼
✶✳✹ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✶✳✺ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✷✳✶ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
①①✐

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s
✶✳✶ ❆❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ s②♥✲
t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
❈♦♥t❡①t❡ ❡t ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❛ été ❡✛❡❝t✉é à ❧✬■♥st✐t✉t ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❚♦✉❧♦✉s❡
✭■❘■❚✮✱ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ✏❙✐❣♥❛❧ ❡t ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✑✳ ❈❡tt❡ éq✉✐♣❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❡①♣❡rt✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❡t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ré❛❧✐sé ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ◆✐❝♦❧❛s ❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❖❧✐✈✐❡r ❊❝❤❡s s✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ✜♥❛♥❝é❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ tr♦✐s ❛♥s ♣❛r ❧❛ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❆r♠❡♠❡♥t ✭❉●❆✮✳ ❈❡
♠❛♥✉s❝r✐t ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛ss♦❝✐és ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✬✐♠❛❣❡s
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ ▲❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ✭❙❯ ♣♦✉r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣✮ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s
q✉✐ s✉s❝✐t❡ ✉♥ ❢♦rt ✐♥térêt ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✉ tr❛ît❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡t ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳
■❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ✭✐❝✐ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡✮✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ♣✉rs ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❛♣♣❡❧é❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡t à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♣♣❡❧és
♠é❧❛♥❣❡s✳ ▲❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ♠❛❧✲♣♦sé✳ P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧❛ ❧✐tér❛t✉r❡ s♦♥t ❜❛sés
s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭▲▼▼ ♣♦✉r ❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧✮✱ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ré❡❧✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✐t ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡ s♣❡❝tr❡ ♦❜s❡r✈é ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ♠é❧❛♥❣é
rés✉❧t❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ tr♦♣ é❧♦✐❣♥é❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ré❡❧ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♠❛❣❡s ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞é♣❛ss❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞✉ ▲▼▼✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✭◆▲▼▼s ♣♦✉r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✮ ♣♦✉r ❧❡
❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ ❝❡s ❡✛❡ts✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t✴♦✉ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❡s ré❝❡♥ts tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧❛ ❧✐tér❛t✉r❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t s✉r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐és✳
❙tr✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦st✲♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦st✲♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭PP◆▼▼✮ ét✉❞✐é ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❞✐❢✲
❢ér❡r ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❡st
❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st ♥✉❧ s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s
❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜❛②és✐❡♥
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❝♦✉♣❧é à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼❈▼❈ ✭▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✮✳ ❉❡✉① ❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ré❞✉✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛②és✐❡♥✳ ▲❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ PP◆▼▼ ❡t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❛♥❛❧②sé❡s à
✶
▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ét✉❞✐❡
✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❜❛②és✐❡♥ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ PP◆▼▼ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s
s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡t ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡st✐♠é❡s✳ ❉❡s ❧♦✐s ❛ ♣r✐♦r✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
✐♥❝♦♥♥✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❡t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à s✐♠✉❧❡r✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ à
❜❛s❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ét✉❞✐❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦②❛✉① ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ✉♥❡ ré❝❡♥t❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✉t✐❧✲
✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s ❡t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s ✭●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✭●P▲❱▼✮✮
✭▲❛✇r❡♥❝❡✱ ✷✵✵✸✮✳ ▲❡s ●P▲❱▼s✱ q✉✐ s✉❝❝✐t❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞✬✐♥térêt ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛✲
t✐q✉❡✱ ♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥tr❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐t
✏❧❛t❡♥t✑ ✭❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✮ ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✮✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s
❡t s♦✉✈❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡s ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦②❛✉① ✭P❡r❡③✲❈r✉③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ♥♦②❛✉
❜❛sé s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s ❡①✐st❛♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♣r♦♣♦sé ❞✬êtr❡ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛②és✐❡♥ ♣r♦♣♦sé ❝♦♥s✐st❡
à ❡st✐♠❡r ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❉❡s ❧♦✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ❝❤♦✐s✐❡s ❛✈❡❝ s♦✐♥ s♦♥t ❛✛❡❝té❡s ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
✐♥❝♦♥♥✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ●P▲❱▼ ✭② ❝♦♠♣r✐s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s ❧✐é❡s ❛✉① ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✮ à ❡st✐♠❡r✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦s✲
t❡r✐♦r✐ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
✭▼❆P✮ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡t ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s s♦♥t ❡st✐♠é❡s à ♣❛rt✐r
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s ❡st✐♠é❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡st✐♠é❡s✱ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t ❡st✐♠é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♣r♦✲
♣♦sé ❜r✐s❡ ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡t ❡♥ ♣ré❞✐s❛♥t ❡♥s✉✐t❡
❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s ✐❧❧✉str❡♥t ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞✉
♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦♠❡tt❡✉rs ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡t ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞✬✐♥térêt✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♣✉rs ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳
▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❞é❞✐é à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❛♥❞ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s
❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥♥✉❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❞ét❡❝t❡✉r s✉♣❡r✈✐sé ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
PP◆▼▼ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ t❡st ❛ss♦❝✐é ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥ ♣✐①❡❧ ❞♦♥♥é rés✉❧t❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞ét❡❝t❡✉r s✉♣❡r✈✐sé ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ❛✉❝✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡t r❡♣♦s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞ét❡❝t❡✉rs s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s✳
▲❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❜❛sé s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ PP◆▼▼ ❡t ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ❛♣rès
✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❧é♠❛♥❣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❝❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❜❛sé s✉r ❧❡
♠♦❞è❧❡ ▲▼▼ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ✭❧✐♥é❛✐r❡✴♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✮ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r
✷
▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s
❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣r♦♣♦sé s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s
ré✢❡❝t❛♥❝❡s ❞❡s ♣✐①❡❧s s♦♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♣✉r❡s ❝♦♥♥✉s✱ ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ✉♥
t❡r♠❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❡t ❝♦♥t❛♠✐♥é❡s ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢✳ ❯♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st
❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳
▲✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❡st ❛❧♦rs s❡❣♠❡♥té❡ ❡♥ ré❣✐♦♥s ♦ù ❝❡s t❡r♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ s✬✐❧s s♦♥t ♣rés❡♥ts✱ ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛②és✐❡♥ ❡st ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬❡✛❡❝t✉❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
s♦♥t ❞✬❛❜♦r❞ é✈❛❧✉é❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❞♦♥♥❡♥t
❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ❡t ♣r♦♠❡tt❡✉rs✳
✸
▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠❛❥❡✉r❡s
• Pr❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ♣♦st✲♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡st ♣r♦♣♦sé
♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✴♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡
❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡✣❝❛❝❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡
s✉♣❡r✈✐sé ❡t ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé✳ ❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❜❛sés s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ à ❞②♥❛♠✐q✉❡s
❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❧♦rsq✉❡
❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♣✉r❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✭❡t ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡st✐♠é❡s✮✳
• ❉❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡st ♣r♦♣♦sé✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐é ❜r✐s❡ ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s
❡t ❡♥ ♣ré❞✐s❛♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ré✈è❧❡ ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ ❝❛s ❞✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♣✉rs ❞❛♥s
❧✬✐♠❛❣❡✳
• ❚r♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❉❡s t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡s
♣✐①❡❧s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳ ▲❡s t❡sts ♣r♦♣♦sés
s♦♥t s✐♠♣❧❡s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r
❞❡s ♣✐①❡❧s ♦✉ ❞❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧✳
• ◗✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡
❞✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❡st ♣r♦♣♦sé✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❡st s❡❣♠❡♥té❡ ❡♥ ré✲
❣✐♦♥s ♦ù ❧❡s t❡r♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ s✬✐❧s s♦♥t ♣rés❡♥ts✱ ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s✳ ▲✬ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ré❡❧s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ✐❧ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❜✐♥❛✐r❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ✭❝❧❛ss❡s✮ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳
✹
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s
❚❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥st✐t✉t ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❚♦✉❧♦✉s❡ ✭■❘■❚✮✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✏❙✐❣♥❛❧
❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣✑✳ ❚❤✐s ❣r♦✉♣ ❤❛s ❛ str♦♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✐♥ ❢♦❧❧♦✇s ♥❛t✉r❛❧❧② ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ◆✐❝♦❧❛s ❉♦❜✐❣❡♦♥ ❛♥❞ ❖❧✐✈✐❡r
❊❝❤❡s ♦♥ ❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❢✉♥❞❡❞ ❜② ❉✐r❡❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❆r♠❡♠❡♥t ✭❉●❆✮✱
❋r❡♥❝❤ ▼✐♥✐str② ♦❢ ❞❡❢❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛ t❤r❡❡✲②❡❛r ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ♣r❡s❡♥ts ♥❡✇ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ✭❙❯✮ ✐s ❛ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
t❤❛t ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✐♥t❡r❡st ♦✈❡r t❤❡ ❢❡✇ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s ✐♥ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✷❀ ❈r❛✐❣✱ ✶✾✾✹❀ ❑❡s❤❛✈❛ ❛♥❞ ▼✉st❛r❞✱ ✷✵✵✷✮✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛
♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❛♥❞ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡✐r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦r ♠✐①t✉r❡s✳ ❙❯ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❛s ♠♦st ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❛s❦s✱ ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣
✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ♠♦st ✇♦r❦s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❧② ♦♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✭▲▼▼✮✱ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠✐①t✉r❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ s❝❡♥❡s✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t♦ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲▼▼✮✳ ❋❡✇ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❙❯ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❛✛❡❝t✐♥❣ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞✴♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭◆▲▼▼✮ ❢♦r ❙❯ ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯
♣r♦❝❡❞✉r❡s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ◆▲▼▼s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ♠❡t❤♦❞s
❜❛s❡❞ ♦♥ ✢❡①✐❜❧❡ ◆▲▼▼s✳
▲✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❍②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❝✉❜❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝✉❜❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ t✇♦ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ ♦♥❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❝❡♥❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❊❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ ❛
♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❡♥❡ ❛♥❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r
♦❢ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤♦s❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦❧♦r❡❞ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠✉❧t✐❜❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s r❡❞✉❝❡s t♦ t❤r❡❡ ✭r❡❞✱ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡✮✳
❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ✭✉♣ t♦ ❛❜♦✉t 10 ❜❛♥❞s✮ ❛♥❞
✺
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❜❛♥❞s✳ ▼✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❞ t❤✉s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦✛❡r
❛ ❜❡tt❡r s♣❡❝tr❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❘●❇ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ❛❧❧♦✇ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ s❝❡♥❡ t♦
❜❡ ❡❛s✐❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ♦r ❡✈❡♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ ♦t❤❡r ❦✐♥❞s ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❛r❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
✈❡❝t♦r ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐s t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ✭♦r s♣❡❝tr✉♠✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✐♥
t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ♣✐①❡❧ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s♦❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭s✉❝❤ ❛s s♦✐❧ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♦r ✇❛t❡r✮
✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤✐s ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♠❛♥② ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦
s❡❣♠❡♥t ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s s❤❛r✐♥❣ s✐♠✐❧❛r s♣❡❝tr❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❝❡♥❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
✭❋❛✉✈❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❚❛r❛❜❛❧❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✳
❈✉rr❡♥t s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs ✉s❡❞ t♦ ❛❝q✉✐r❡ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
20m t♦ 0.5m✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠s✱ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❧②❡
✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣✐①❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ ✐s t❤✉s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s
t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❡ss ♦❜✈✐♦✉s✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❤❛r❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✉♥♠✐①✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ s❝❡♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s♦❢t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❑❡♥t ❛♥❞ ▼❛r❞✐❛✱
✶✾✽✽✮✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ r❡❝❛❧❧s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡
❙❯✳
▲✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ t✇♦ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② t✇♦ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❛ r♦✇ ❛♥❞ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞❡①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❞❡① ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ t❤✐s
♠❛♥✉s❝r✐♣t ❢♦r ❡❛s❡ ♦❢ r❡❛❞✐♥❣✳ ▲❡t Nr♦✇ ✭r❡s♣✳ N❝♦❧ ❛♥❞ L✮ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ✭r❡s♣✳ ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧
❜❛♥❞s✮ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s N = Nr♦✇×N❝♦❧ ♣✐①❡❧s yn(n = 1, . . . , N) ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t L ❞✐✛❡r❡♥t
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ❲❤❡♥ ❡❛❝❤ ♣❤♦t♦♥ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s❡♥s♦r ❤❛s ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♦❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡
✻
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ▲✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ✢❛t ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✐tt✐♥❣ s✐❞❡✲❜②✲
s✐❞❡✳
♦❜s❡r✈❡❞ s❝❡♥❡✱ t❤❡ nt❤ ♠❡❛s✉r❡❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ yn ∈ RL ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲▼▼
yn =
R∑
r=1
ar,nmr + en ✭✶✮
✇❤❡r❡ R ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ mr = [mr,1, . . . ,mr,L]T ✐s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ rt❤ ❡♥❞♠❡♠❜❡r✱
ar,n ✐s ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✭♦r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡✮ ✐♥ t❤❡ nt❤ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ en ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ♣❤♦t♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r t②♣✐❝❛❧❧② ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❡♥❡
✐s ✢❛t ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts s✐t s✐❞❡✲❜②✲s✐❞❡ ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡✱ ❛s ❛ ❝❤❡❝❦❡r ❜♦❛r❞ str✉❝t✉r❡ ✭s❡❡ ❡①❛♠♣❧❡
✐♥ ❋✐❣✳ ✷✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s r❡❧❛t✐✈❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳
❚❤✉s✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ar,n > 0, ∀r, ∀n∑R
r=1 ar,n = 1, ∀n
✭✷✮
❢♦r t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ▼♦st ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②
r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡❧② ♦♥ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡
❝♦♥str❛✐♥t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ❜♦t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ▲▼▼✳
❯♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s
❙❯ ✭❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ▲▼▼✮ ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❜❧✐♥❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢t❡♥ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ st❡♣s✳
• ❊♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✿
❊♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ st❡♣ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✜rst st❡♣ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ▼❛♥②
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ▲▼▼✲❜❛s❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❊❊❆✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♣✉r❡st ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳
❚❤✐s ❣r♦✉♣ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣✐①❡❧ ♣✉r✐t② ✐♥❞❡① ✭PP■✮ ✭❈❤❛✉❞❤r② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ ✈❡rt❡① ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✭❱❈❆✮
✼
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✭◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ❛♥❞ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s✱ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ◆✲❋■◆❉❘ ✭❲✐♥t❡r✱ ✶✾✾✾✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ❡st✐♠❛t❡s
s❡ts ♦❢ s♠❛❧❧❡st ✈♦❧✉♠❡s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈♦❧✉♠❡ s✐♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s ✭▼❱❙❆✮ ✭▲✐ ❛♥❞
❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s✱ ✷✵✵✽✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
• ■♥✈❡rs✐♦♥✿
❖♥❝❡ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ♦r ❢r♦♠ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐❜r❛r②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭❋❈▲❙✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❍❡✐♥③ ❛♥❞ ❈✳✲■ ❈❤❛♥❣✱ ✷✵✵✶✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s
s❤♦✇♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦
❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ st❡♣ ✭❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
✐♥❝❧✉❞❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ ✭❊❝❤❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ❛♥❞
s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✭❊❝❤❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣✳
▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣✉r❡ s♣❡❝tr❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✳
• ❏♦✐♥t ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❛♥❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿
❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❡♣s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡r
❛♥❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ t♦♦ ❢❡✇ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡
✭❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ✭♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✱✳ ✳ ✳ ✮✳ ❏♦✐♥t ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❛♥❞
❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐① ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
✇♦r❦s st✉❞②✐♥❣ ❥♦✐♥t ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❛♥❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
✭■❈❊✮ ✭❇❡r♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ◆▼❋ ✭▼❱❈✲◆▼❋✮ ✭▼✐❛♦ ❛♥❞ ◗✐✱
✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✱❜✮
❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡✈✐❡✇ ♦♥ ▲▼▼✲❜❛s❡❞ ❙❯ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ■t
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
✐♠❛❣❡✳ ❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ ❙❯ ♣r♦❝❡❞✉r❡s r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ st❡♣✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✜rst ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
✭♥✉♠❜❡r ❛♥❞ s♣❡❝tr❛✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ st❡♣✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ✭♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❦♥♦✇♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳
◆♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❉✉❡ t♦ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❙❯ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ▲▼▼ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ▲▼▼ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥s
✭❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❑❡s❤❛✈❛ ❛♥❞ ▼✉st❛r❞✱ ✷✵✵✷✮✳ ❋♦r t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞✳
❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r t❤❡♦r② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍❛♣❦❡ ✭✶✾✽✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ♣❤②s✐❝s✲❜❛s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳
✽
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❇✐❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s✿ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❢♦r❡st❡❞ ❛r❡❛s✳
❇✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs ❢♦r t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❡✛❡❝ts ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❙✉❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♠❛② ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡✢❡❝ts
♦✛ ♦t❤❡r s✉r❢❛❝❡s ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s❡♥s♦r✳ ❚❤✐s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❡♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦r❡st❡❞
♦r ✉r❜❛♥ ❛r❡❛s✱ ✇❤❡r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♥♦♣② ♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳
▼♦st ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
yn =
R∑
r=1
ar,nmr +
R−1∑
i=1
R∑
j=i+1
βi,j,nmi ⊙mj + en ✭✸✮
✇❤❡r❡ ⊙ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ ✭t❡r♠✇✐s❡✮ ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✮ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ s✉♠ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r βi,j,n ✐s ❛♥
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛t t✉♥❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rsmi ❛♥❞mj ✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❛ss✉♠✐♥❣ ✭✸✮ ❞✐✛❡r ❜② ❝♦♥str❛✐♥ts s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ◆❛s❝✐♠❡♥t♦
❛♥❞ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✭✷✵✵✾✮ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts
ar,n ≥ 0, ∀r, ∀n
ar,n ≥ 0, ∀r, ∀n∑R
r=1 ar,n +
∑R−1
i=1
∑R
j=i+1 βi,j,n = 1.
✭✹✮
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ♠♦❞❡❧ ✭◆▼✮ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈✐rt✉❛❧
❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ mi ⊙mj ❛s ❛♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ βi,j,n
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✸✮ s✉❜❥❡❝t t♦ ✭✹✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
yn =
R˜∑
r˜=1
a˜r˜,nm˜r˜ + en ✭✺✮
✾
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✇❤❡r❡  a˜r˜,n , ar,n, m˜r˜ ,mr, r˜ = 1, . . . , Ra˜r˜,n , βi,j,n, m˜r˜ ,mi ⊙mj , r˜ = R+ 1, . . . , R˜ ✭✻✮
❛♥❞ R˜ = R(R + 1)/2✳ ❚❤✉s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲▼▼✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤✐s ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ▲▼▼ ❢♦r ar˜,n = 0, ∀r˜ ∈ {R+ 1, . . . , R˜}✳
❆ s❡❝♦♥❞ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❋❛♥ ♠♦❞❡❧ ✭❋▼✮ ❛ss✉♠❡s
βi,j,n = ai,naj,n ②✐❡❧❞✐♥❣
yn =
R∑
r=1
ar,nmr +
R−1∑
i=1
R∑
j=i+1
ai,naj,nmi ⊙mj + en ✭✼✮
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♠❛✐♥❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✐❢ t❤❡ it❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s
❛❜s❡♥t ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐①❡❧✱ ✐✳❡✳✱ ai,n = 0✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣✐①❡❧✱ ✐✳❡✳✱
βi,j,n = 0, ∀j 6= i✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ it❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ mi
❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ✐ts ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ai,n✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❋▼ ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ▲▼▼✱ ❝♦♥tr❛r②
t♦ t❤❡ ◆▼✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶❛✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❋▼✲❜❛s❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ▲▼▼
❜② ❛ss✉♠✐♥❣ βi,j,n = γi,j,nai,naj,n✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
yn =
R∑
r=1
ar,nmr +
R−1∑
i=1
R∑
j=i+1
γi,j,nai,naj,nmi ⊙mj + en ✭✽✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts γi,j,n ∈ (0, 1) ❛❧❧♦✇ ❡❛❝❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t t♦ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✭●❇▼✮ ✭✽✮ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❜♦t❤ t❤❡ ▲▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ❋▼✳
❖t❤❡r ♣❤②s✐❝s✲❜❛s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s
❇✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡
♠♦❞❡❧s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭s✉❝❤ ❛s r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥
tr❡❡ ❝❛♥♦♣② ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❝❛♥②♦♥✲❧✐❦❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ▼❡❣❛♥❡♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮
♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✲q✉❛❞r❛t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭▲◗▼▼✮
yn =
R∑
r=1
ar,nmr +
R∑
i=1
R∑
j=1
βi,j,nmi ⊙mj + en ✭✾✮
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✮ ❛♥❞ βi,j,n ∈ (0, 1)✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲◗▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠s mr ⊙mr, r = 1, . . . , R✳
❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠✐①t✉r❡s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❈❧♦s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮
yn =
R∑
r=1
ar,nmr + ar+1,nR
(
R∑
r=1
fr,nwr
)
+ en ✭✶✵✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✵✮ ✐s ▲▼▼✲❜❛s❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❞♠❡♠❜❡r
✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ar+1,n✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠♦❞❡❧s ✐♥t✐♠❛t❡ ♠✐①t✉r❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐♥❣❧❡✲
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛❧❜❡❞♦ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ R(·)✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s
✶✵
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r ♣✐①❡❧✱ ✐✳❡✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ❝❧♦s❡❞ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ s❡❡♠ r♦✉❣❤ ❜✉t ❧❡❛❞s t♦ s✐♠♣❧❡r ❙❯
♣r♦❜❧❡♠s s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♣✐①❡❧✇✐s❡✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜②
❇✉r❛③❡r♦✈✐❝ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✳
▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❖♥❝❡ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✱ ❙❯ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❛s❡ ✭❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❦♥♦✇♥✮ ♦r ❛s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❧✐♥❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❛s❡✳
❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣
❲❤❡♥ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ♠♦st ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❙❯ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
min
θn∈Θ
‖yn − ψM (θn)‖2 ✭✶✶✮
❢♦r t❤❡ nt❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧ yn✱ ✇❤❡r❡M = [m1, . . . ,mR] ✐s t❤❡ L×R ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐①✱ θn ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r
♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ nt❤ ♣✐①❡❧ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ψM(·) ✐s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ◆▲▼▼
❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② M✳ ▼♦r❡♦✈❡r Θ ✐s t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t ❢♦r θn ❞❡✜♥❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥str❛✐♥ts
✭❛❞❞✐t✐✈✐t② ❛♥❞✴♦r ♣♦s✐t✐✈✐t②✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✶✮ ✐s ♦❢t❡♥ tr✐❝❦② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r t❤❡ ◆▼✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ▲▼▼✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❋♦r t❤❡ ❋▼ ❛♥❞ t❤❡ ●❇▼✱ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❛②❧♦r✲s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶❜✮✳ ❚❤❡ ●❇▼ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ❞❡❡♣❡r ❛♥❛❧②s✐s s✐♥❝❡
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮✳ ❚♦ t❛❝❦❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐ss✉❡s ✭❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦✇❛r❞ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛✮✱ ❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✶❛✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❡❛s✐❧② ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣
❚❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ●❡♦♠❡tr✐❝
▲▼▼✲❜❛s❡❞ ❊❊❆s ❤❛✈❡ ✜rst ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r s♣❡❝tr❛ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s✳ ❙✉❝❤
❊❊❆s ❧♦♦❦ ❢♦r ❡①tr❡♠❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❧✉st❡rs ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ ❛r❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s ♦❝❝✉r✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❊❊❆s ❝❛♥ s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❊❊❆s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ●❛❞❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❙P■❈❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❩❛r❡ ❛♥❞ ●❛❞❡r✱ ✷✵✵✼✮ ♣r♦♣♦s❡❞
❢♦r ❧✐♥❡❛r ❙❯ t♦ t❤❡ ◆▼ ✭❇■❙P■❈❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐① ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮ ♠❡t❤♦❞s✱ ❢✉❧❧②
✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ●❇▼ ✭❨♦❦♦②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ▲◗▼▼ ✭▼❡❣❛♥❡♠
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❍❡②❧❡♥ ❛♥❞ ❙❝❤❡✉♥❞❡rs ✭✷✵✶✷✮ ❞❡r✐✈❡ ❛ ●❇▼✲❜❛s❡❞ ❊❊❆ ✉s✐♥❣ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s
r❡❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ●❇▼ t♦ ✜♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛s ❡①tr❡♠❡ ♣♦✐♥ts
♦❢ t❤❛t ♠❛♥✐❢♦❧❞✳
✶✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❜❡❝♦♠❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s ✭❍❡②❧❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ♠❛♥✐❢♦❧❞
❧❡❛♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭▲✐❝❝✐❛r❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ◆❣✉②❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❑❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ r❡❝❡✐✈❡❞ ❣r♦✇✐♥❣
✐♥t❡r❡st ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs ❢♦r t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡s❡ ♥♦♥♣❛r❛✲
♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡✐r ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ✐s st✐❧❧ ❧✐♠✐t❡❞✳
❇r♦❛❞✇❛t❡r ❛♥❞ ❇❛♥❡r❥❡❡ ✭✷✵✵✾✮❀ ❇r♦❛❞✇❛t❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ♠❛✐♥❧② ❝♦♥s✐st ♦❢ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝ts ❜② ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s♣❡❝tr❛
♦♥t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r✳ ❊✈❡♥ ✐❢ s✉❝❤ ❞❛t❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛✲
t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss ❙❯✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ ❍✐❧❜❡rt
s♣❛❝❡s ✭❘❑❍❙s✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r s♣❡❝tr❛
✭❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✮✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐①✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❘❑❍❙s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❢♦r
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ t♦ ♠♦✈❡ t♦ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ s❝❡♥❛r✐♦s✳
❚♦✇❛r❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❚❤❡ r❡❝❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♠✐①t✉r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛② ❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐s ✶✮ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ✷✮ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❛♥❞
❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ◆▲▼▼s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ▲▼▼ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
♠✐①t✉r❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ▲▼▼ ✐s ♦❢t❡♥ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠♦st ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s✱ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢
❞❡t❡❝t✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s ✐♥ ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣✳ ❚❤❡ ♣✐①❡❧s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ s✉❜s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✉s✐♥❣ ❢❛st ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ▲▼▼✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❧❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s ❝♦✉❧❞
❜❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❞❡❡♣❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜②
❍❛♥ ❛♥❞ ●♦♦❞❡♥♦✉❣❤ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✲♦r✐❡♥t❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉♦❜✐❣❡♦♥ ❛♥❞
❋é✈♦tt❡ ✭✷✵✶✸✮ ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts✳
❖♥ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♣✉r❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
✐♠❛❣❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣✉r✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❝❛❧❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐ts❡❧❢✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ tr❡❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
❡✐t❤❡r ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♦r ❛s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✭♥❛♠❡❧② ❧❡❛✈❡s ❛♥❞ ✇♦♦❞✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s❝❡♥❡ ♠❛② ✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t✇♦ ♣✐①❡❧s
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐♥❣❧❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛ ✇❤❡♥ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡
✏✈❡rs✐♦♥✑ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ tr❡❡ s♣❡❝tr✉♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ✇♦♦❞ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞
❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤
✶✷
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❤❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❛❦✐♥❣ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥t♦
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❡♥❡ ✭❊❝❤❡s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❙♦♠❡rs ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❩❛r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❞❡s❡r✈❡ t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣✳
❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t
❚❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r st✉❞✐❡s ❛ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭P◆▼▼✮ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ P◆▼▼
✭PP◆▼▼✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❧❧♦✇s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s t♦ ❞✐✛❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ♠✐①t✉r❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
✇❤✐❝❤ ✐s ③❡r♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞✳ ❋✐rst✱ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ PP◆▼▼ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❚❤❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡
✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ PP◆▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞
♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ PP◆▼▼✳ ■♥ t❤❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❛s❡✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r✐♦rs ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs t♦
❜❡ s❛♠♣❧❡❞✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs r❡q✉✐r❡s ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦
❜❡ s❛♠♣❧❡❞✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡r✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❦❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✭●P▲❱▼✮ ✭▲❛✇r❡♥❝❡✱ ✷✵✵✸✮✳ ●P▲❱▼s
❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❛r✐♦✉s
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣s ❢r♦♠ ❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✭❧❛t❡♥t s♣❛❝❡✮ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭P❡r❡③✲❈r✉③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡♠ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤✉s ❢♦r ❙❯✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ ❦❡r♥❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣② t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✐s ❜✐❧✐♥❡❛r✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ●P▲❱▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✮ t♦
❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
✭▼❆P✮ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦st❡r✐♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s
❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞✱ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✉s✐♥❣
●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜r❡❛❦s t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❜② ✜rst ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss
✭●P✮✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❧✐♥❡❛r
❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐♥ s♣✐t❡
♦❢ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s
❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡
✜rst s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ PP◆▼▼ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❡st
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ PP◆▼▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐①❡❧ ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ♦r
✶✸
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉♣❡r✈✐s❡❞ t❡st ❞♦❡s ♥♦t ❛ss✉♠❡ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ◆▲▼▼ ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡
▲▼▼ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥❧②✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✳
❚❤❡ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r ❛ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ▲▼▼✲❜❛s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡❧② ♦♥ ❛♥ ✉♥♠✐①✐♥❣ st❡♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇♦✉❧❞
❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
❧❛st ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❥♦✐♥t ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ♣✐①❡❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❦♥♦✇♥
♣✉r❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠✱ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞
❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳ ❆ ▼❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s✱ ✐❢ ♣r❡s❡♥t✱ s❤❛r❡ s✐♠✐❧❛r
st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ②✐❡❧❞✐♥❣
❛ ❥♦✐♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣② ✐s ✜rst
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❤♦✇ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣
❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳
▼❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
• ❋✐rst ❝❤❛♣t❡r✳ ❆ ♥❡✇ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❧✐♥❡❛r✴♥♦♥❧✐♥❡❛r
❙❯✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ s✐♠♣❧❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs t♦ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r✳ ❙❯ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛♥❞ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣✳ ❊✣❝✐❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞s
❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✭❛♥❞ ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✮✳
• ❙❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✳ ❆ ♥❡✇ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯✳ ❚❤❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜r❡❛❦s t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❜② ✜rst ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s
❛♥❞ t❤❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
• ❚❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ♣✐①❡❧✲❜②✲♣✐①❡❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡sts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ t♦ s❡❧❡❝t ♣✐①❡❧s ♦r r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲▼▼ ❢♦r ❙❯✳
• ❋♦✉rt❤ ❝❤❛♣t❡r✳ ❆ ♥❡✇ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❥♦✐♥t ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s✱ ✐❢ ♣r❡s❡♥t✱ s❤❛r❡
s✐♠✐❧❛r st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✐t t❤✉s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❜✐♥❛r② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡
t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ✭❝❧❛ss❡s✮ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳
✶✹
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ P❤❉ t❤❡s✐s
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❥♦✉r♥❛❧ ♣❛♣❡rs
✶✳ ❨✳ ❆❧t♠❛♥♥✱ ◆✳ ❉♦❜✐❣❡♦♥✱ ❙✳ ▼❝▲❛✉❣❤❧✐♥ ❛♥❞ ❏✳✲❨✳ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ ✧❘❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧
✐♠❛❣❡s✲❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❥♦✐♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✱✧✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✳✱
✷✵✶✸✱ s✉❜♠✐tt❡❞✳
✷✳ ❨✳ ❆❧t♠❛♥♥✱ ◆✳ ❉♦❜✐❣❡♦♥ ❛♥❞ ❏✳✲❨✳ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ ✧❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧
✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱✧✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✳✱ ✷✵✶✸✱ s✉❜♠✐tt❡❞✳
✸✳ ❨✳ ❆❧t♠❛♥♥✱ ◆✳ ❉♦❜✐❣❡♦♥ ✱ ❙✳ ▼❝▲❛✉❣❤❧✐♥ ❛♥❞ ❏✳✲❨✳ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ ✧◆♦♥❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧
✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱✧ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ♦♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✳ ✷✵✶✸✱ ✈♦❧✳ ✻✶✱ ♥♦✳ ✶✵✱ ♣♣✳ ✷✹✹✷✲✷✹✺✸✱
▼❛② ✷✵✶✸✳
✹✳ ❨✳ ❆❧t♠❛♥♥✱ ◆✳ ❉♦❜✐❣❡♦♥ ❛♥❞ ❏✳✲❨✳ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ ✧◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱✧ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✳✱ ✈♦❧✳ ✷✷✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✶✷✻✼✲✶✷✼✻✱ ❆♣r✳
✷✵✶✸✳
✺✳ ❨✳ ❆❧t♠❛♥♥✱ ❆✳ ❍❛❧✐♠✐✱ ◆✳ ❉♦❜✐❣❡♦♥ ❛♥❞ ❏✳✲❨✳ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ ✧❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛
♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡r②✱✧ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✳✱ ✈♦❧✳ ✷✶✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣♣✳
✸✵✶✼✲✸✵✷✺✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✷✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡rs
✶✳ ❨✳ ❆❧t♠❛♥♥✱ ◆✳ ❉♦❜✐❣❡♦♥ ✱ ❛♥❞ ❏✳✲❨✳ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ ✧❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❤②♣❡r✲
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✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞✐t ✏♣♦st✲♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧✑ ✭PP◆▼▼ ♣♦✉r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧✮✱ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s
✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ PP◆▼▼ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣❛r♦♥s à ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡①✐st❛♥ts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ❢♦rt❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ q✉✐ ♦♥t été
ét✉❞✐és ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♠✉❧t✐✲tr❛❥❡ts ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ r❡❧✐❡❢✳ ❯♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✉ PP◆▼▼ ❡st s❛
s✐♠♣❧✐❝✐té ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ✉♥ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛r ♣✐①❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
❧✐♥é❛✐r❡✳
✶✼
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s tr♦✐s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ PP◆▼▼✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜❛②és✐❡♥ ❝♦✉♣❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣❛r ❝❤❛✐♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭▼❈▼❈✮✳
❉❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ PP◆▼▼ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛②és✐❡♥ ✭❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❞✉✐t✮✱ ❝❡ q✉✐ ❧❡s r❡♥❞
très ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s t❛✐❧❧❡s✳ ▲❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡
s✉♣❡r✈✐sé s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♣❛ré❡s à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❛r ❞❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉r ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s✳ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉
PP◆▼▼ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳
❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡
♦❜s❡r✈é❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧
❜❛②és✐❡♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ PP◆▼▼✳ ❙❡✉❧ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st s✉♣♣♦sé
❝♦♥♥✉✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé✱ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡✣❝❛❝❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ à ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡s ✭❍▼❈
♣♦✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✮ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❡t ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♦♥t é✈❛❧✉é❡s s✉r ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s
❡t ré❡❧❧❡s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬ét✉❞❡ ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s✉♣❡r✈✐sé✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s
❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❡t ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✳
✶✽
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
✶✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st✉❞② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❙❯ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣
♠♦❞❡❧ ✭PP◆▼▼✮✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ PP◆▼▼ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞
st❡♣✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤r❡❡ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮
♠❡t❤♦❞s✳ ❚✇♦ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡s❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡ r❡s✉❧ts s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ✈❡r② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡
✉♥♠✐①✐♥❣✳ ■♥ ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ❧❛st
♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ❢✉❧❧② ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ PP◆▼▼✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭❍▼❈✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❘❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ PP◆▼▼ ❢♦r s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛♥❞
✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
✶✳✸ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ P♦st✲◆♦♥❧✐♥❡❛r ▼✐①✐♥❣ ▼♦❞❡❧
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ PP◆▼▼ ✉s❡❞ ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ❙❯✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ N ♣✐①❡❧s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t L ❞✐✛❡r❡♥t
s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ nt❤ ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧ yn = [y1,n, . . . , yL,n]T ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
gn ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♦❢ R s♣❡❝tr❛ mr ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡
yn = gn
(
R∑
r=1
ar,nmr
)
+ en = gn (Man) + en ✭✶✳✶✮
✇❤❡r❡ mr = [mr,1, . . . ,mr,L]T ✐s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ rt❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡✱ ar,n ✐s ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ nt❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ R ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ gn(·) ✐s ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ nt❤ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ en ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
✉s✉❛❧ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✈❡❝t♦r ♥♦t❛t✐♦♥s M = [m1, . . . ,mR] ❛♥❞ an = [a1,n, . . . , aR,n]T ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞
s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✳✶✮✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② gn ❞❡s❡r✈❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛tt❡♥t✐♦♥✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ s✐❣♠♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ s✐❣♠♦✐❞❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭❇❛❜❛✐❡✲❩❛❞❡❤
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❏✉tt❡♥ ❛♥❞ ❑❛r❤✉♥❡♥✱ ✷✵✵✸✮✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❞❡✜♥❡❞
❜②
gn : [0, 1]
L → RL
s 7→

s1 + bns
2
1
✳✳✳
sL + bns
2
L
 ✭✶✳✷✮
✇✐t❤ s = [s1, . . . , sL]T ✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s PP◆▼▼ ✐s t❤❛t ✐t
r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲▼▼ ❢♦r bn = 0✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ✉♥♠✐①✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛t ❧❡❛st ❛s ❣♦♦❞ ❛s t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✶✾
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❜② ❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❍❡✐♥③ ❛♥❞ ❈✳✲■ ❈❤❛♥❣ ✭✷✵✵✶✮ ✇❤❡r❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♥❞ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ✭▲❙✮ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r ❙❯ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ▲▼▼✳ ❆♥♦t❤❡r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ PP◆▼▼ ✐s t❤❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
t❤❡♦r❡♠ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ❛♥② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ ❛♥② ❞❡s✐r❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭▼❛t❤❡✇s ❛♥❞ ❙✐❝✉r❛♥③❛✱ ✷✵✵✵✱ ♣✳ ✶✺✮✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ❛♥❞
❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✭✷✵✵✾✮✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡r♠s ✭s✐♥❝❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r
t❡r♠s ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✮ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✭✶✳✷✮✳ ❍✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✭❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❛t ♠♦st t✇♦ r❡✢❡❝t✐♦♥s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ ❧♦✇ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❤❛r❞❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s❡✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ t❤❡ PP◆▼▼ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✭❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮ t♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
yn = gn (Man) + en =Man + bn(Man)⊙ (Man) + en ✭✶✳✸✮
✇❤❡r❡ ⊙ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ ✭t❡r♠✲❜②✲t❡r♠✮ ♣r♦❞✉❝t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ PP◆▼▼ ✐♥❝❧✉❞❡s ❜✐❧✐♥❡❛r t❡r♠s
s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮❀ ❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶❛✮❀ ◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ❛♥❞ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✭✷✵✵✾✮❀ ❙♦♠❡rs
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❛r❛♠❡t❡r bn✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧❡ss
❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ❛♥❞ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✭✷✵✵✾✮❀ ❙♦♠❡rs ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶❛✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r mr ✭❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①M✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
✭✶✳✸✮ ✐♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❢r❡❡ ❝❛s❡ ✭en = 0L✮ ❜② s❡tt✐♥❣ bn = 0 ❛♥❞ an = [0r−1, 1,0R−r]T ✐♥ ✭✶✳✸✮✳
❉✉❡ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r an, n ∈ {1, . . . , N} s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞
s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts  ar,n ≥ 0, ∀r ∈ {1, . . . , R}∑R
r=1 ar,n = 1.
✭✶✳✹✮
■♥ t❤✐s st✉❞② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞ ❛s ✐♥
✭▼❡❣❛♥❡♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❡♥❞♠❡♠❜❡r mr = [mr,1, . . . ,mr,L]T , r ∈ {1, . . . , R} ✐s ❛ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r
s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts
0 ≤ mr,ℓ ≤ 1, ∀ℓ ∈ {1, . . . , L} . ✭✶✳✺✮
✶✳✹ ❙✉♣❡r✈✐s❡❞ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣
■♥ t❤✐s ✜rst s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡
t❤r❡❡ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s t♦ ❜❡ ✉♥♠✐①❡❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❡❛s❡ ♦❢ r❡❛❞✐♥❣✱ ❛❧❧ s✉❜s❝r✐♣ts r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ♣✐①❡❧ ✐♥❞❡①❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ▲❡t
y ❜❡ t❤❡ L× 1 ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧ s❛t✐s❢②✐♥❣
y =Ma+ b(Ma)⊙ (Ma) + e. ✭✶✳✻✮
❚❤❡ ♥♦✐s❡ s❡q✉❡♥❝❡ e ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭✐✳✐✳❞✮ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ s❡q✉❡♥❝❡
✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s e ∼ N (0L, σ2■L)✱ ✇❤❡r❡ ■L ✐s t❤❡ L×L ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐①
M ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛r❡ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r a✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r b ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✳
✷✵
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❚❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
g : RR × R → RL ✭✶✳✼✮
(a, b) 7→Ma+ b(Ma)⊙ (Ma) ✭✶✳✽✮
✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✉♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s♣❡❝tr❛✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s 7→ g(s)
✐♥ ✭✶✳✷✮ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ b ✐s ✜①❡❞✮ ✐s ♥♦♥✲✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳
✶✳✹✳✶ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❚❤❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯ ✉s✐♥❣ t❤❡ PP◆▼▼ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ▼❈▼❈
♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❢♦r ❧✐♥❡❛r
❙❯ t♦ t❤❡ PP◆▼▼✳ ❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ PP◆▼▼ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣✐①❡❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s
a✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r b ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✳ ■♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s t❤❡♥
❞❡r✐✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t♦rs ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥ ▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s❛♠♣❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
s❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❆s ✐♥ ❛♥② ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s✳
▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ s❤♦✇s t❤❛t y|a, b, σ2 ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ g (Ma) ❛♥❞
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① σ2■L✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s y|a, b, σ2 ∼ N
(
g (Ma) , σ2■L
)
✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r y ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
f(y|a, b, σ2) =
(
1
2πσ2
)L
2
exp
(
−‖y − g (Ma) ‖
2
2σ2
)
✭✶✳✾✮
✇❤❡r❡ ‖①‖ =
√
①T① ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ℓ2 ♥♦r♠✳
P❛r❛♠❡t❡r ♣r✐♦rs
■♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥✶ a = [c, aR]T ✇❤❡r❡ c =
[a1, . . . , aR−1]
T ✱ aR = 1 −
∑R−1
r=1 ar✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ✭✶✳✹✮ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t c ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s✐♠♣❧❡① S
S =
{
c = [c1, . . . , cR−1]
T
∣∣∣∣∣cr ≥ 0, ∀r < R,
R−1∑
r=1
cr ≤ 1
}
. ✭✶✳✶✵✮
❆ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ S ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r c t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r✳
◆♦t❡ t❤❛t ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤✐s ♣r✐♦r ❢♦r c ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs
s❡t t♦ 1✳
❆ ❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r σ2
f(σ2) ∝ 1
σ2
■R+(σ
2) ✭✶✳✶✶✮
✶◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ♥♦t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❝❛♥
❜❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥✳
✷✶
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢♦r t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✭s❡❡ ✭P✉♥s❦❛②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳
❆ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r ✐s ✜♥❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r b
b
∣∣σ2b ∼ N (0, σ2b) . ✭✶✳✶✷✮
❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r ✐s ③❡r♦✲♠❡❛♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ b ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉❛❧❧② ❧✐❦❡❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❢❛✈♦rs
s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ b ❛♥❞ ✐s ❛ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦r ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r b ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ♣r✐♦r
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r
σ2b ✳ ❲❤❡♥ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❞❥✉st✱ ✐t ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✭❘♦❜❡rt✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② r❡q✉✐r❡s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r σ2b ✳ ❆ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✐♥✈❡rs❡✲❣❛♠♠❛ ♣r✐♦r ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ σ
2
b
σ2b ∼ IG (γ, ν) ✭✶✳✶✸✮
✇❤❡r❡ (γ, ν) ❛r❡ r❡❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✜①❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✢❛t ♣r✐♦r✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
σ2b ✭(γ, ν) ✇✐❧❧ ❜❡ s❡t t♦ (1, 10
−2) ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤ ✭❉❆●✮ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✳
ν



γ
xx
σ2b

M
++
a
&&
b

σ2
ww
y
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❉❆● ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣r✐♦rs ❛♥❞ ❤②♣❡r♣r✐♦rs ✭t❤❡ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❜♦①❡s✮✳
❏♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❚❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✴❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r
{
θ, σ2b
}
✱ ✇❤❡r❡ θ =
{
c, b, σ2
}
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡
f(θ, σ2b |y) ∝ f(y|θ)f(θ|σ2b )f(σ2b ) ✭✶✳✶✹✮
✇❤❡r❡ ∝ ♠❡❛♥s ✏♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦✑ ❛♥❞ f(y|θ) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✾✮✳ ❇② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs σ2✱ b ❛♥❞ a\R ❛r❡ ❛
♣r✐♦r✐ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
f(θ|σ2b ) = f(c)f(σ2)f(b|σ2b ). ✭✶✳✶✺✮
✷✷
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❚❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ f(θ, σ2b |y) ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉♣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t
f(θ, σ2b |y) ∝
1
σ2
(
1
σ2b
) 3
2+γ
exp
(
−b
2 + 2ν
2σ2b
)
f(y|c, σ2, b)1S(c). ✭✶✳✶✻✮
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t♦rs ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼▼❙❊✮ ❡st✐♠❛t♦rs✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✭✶✳✶✻✮✳
❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ st✉❞✐❡s ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
s❛♠♣❧❡s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✶✳✶✻✮✳ ❚❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
▼❆P ♦r ▼▼❙❊ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs {θ, σ2b}✳
▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✐s t♦ s❛♠♣❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♦❢ ✐♥t❡r❡st
✭❘♦❜❡rt ❛♥❞ ❈❛s❡❧❧❛✱ ✷✵✵✹✱ ❈❤❛♣✳ ✶✵✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ✭✶✳✶✻✮ ❛r❡ st✉❞✐❡❞
❜❡❧♦✇✳
❙❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ f(cr|y,θ\cr , σ2b ) ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦
f(cr|y,θ\cr , σ2b ) ∝ exp
(
−‖y − g (Ma) ‖
2
2σ2
)
1S(c) ✭✶✳✶✼✮
✇❤❡r❡ r = 1, . . . , R− 1 ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ θ\cr ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t cr ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❝t♦r θ✳ ▼❛✐♥❧②
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ 1S(c) ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ g(·)✱ ✐t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ s❛♠♣❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✶✳✶✼✮✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t cr t❤❛♥❦s t♦ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣ ♠♦✈❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛ ♥❡✇ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✹✮ ✭t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t❡ ❝❧♦s❡ t♦ 0.5✱ ❛s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞
✐♥ ✭❘♦❜❡rt ❛♥❞ ❈❡❧❧✐❡r✱ ✶✾✾✽✱ ♣✳ ✽✮✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❛♠♣❧❡r ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ♦r r❡❥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
ρ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦✳ ✶✳✶✳
❙❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ f(b|y,θ\b, σ2b ) ❯s✐♥❣ ✭✶✳✶✻✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t b ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
b|y,θ\b, σ2b ∼ N
(
mb, s
2
b
)
✭✶✳✶✽✮
✇❤❡r❡
mb =
σ2b (y −Ma)T h(a)
σ2bh(a)
Th(a) + σ2
, s2b =
σ2bσ
2
σ2bh(a)
Th(a) + σ2
❛♥❞ h(a) = (Ma)⊙ (Ma)✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✶✳✶✽✮ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳
❙❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ f(σ2|y,θ\σ2 , σ2b ) ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✶✳✶✻✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
σ2|y,θ\σ2 , σ2b ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡✲❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
σ2|y,θ\σ2 , σ2b ∼ IG
(
L
2
,
‖y − g(Ma)‖2
2
)
✭✶✳✶✾✮
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❛♠♣❧❡✳
✷✸
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭t = 0✮
• a(0), b(0), σ2(0), σ2(0)b ✳
✷✿ ■t❡r❛t✐♦♥s ✭t ≥ 1✮
✸✿ ❙❡t c˜ = [c˜1, . . . , c˜R−1]
T = c(t−1)
✹✿ ❢♦r r = 1 : R− 1 ❞♦
✺✿ • ❙❛♠♣❧❡ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ζr ✉s✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦♣♦s❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ N[0,1−c˜T
\r
1R−2
] (c˜r, σ2r)✳
• ❈♦♠♣✉t❡ ρ = min
f(ζr|y, b, c˜\r, σ2, σ2b )f(c˜r|y, b, c˜\r, σ2, σ2b )
[
Φ
(
(1− c˜T\r1R−2 − ζr)/σr
)
− Φ (−ζr/σr)
]
[
Φ
(
(1− c˜T\r1R−2 − c˜r)/σr
)
− Φ (−c˜r/σr)
] , 1

• ❙❡t c˜r =
{
ζr ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ρ
c˜r ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1− ρ
✻✿ ❡♥❞ ❢♦r
✼✿ ❙❡t c(t) = [c˜1, . . . , c˜R−1]
T
✽✿ ❙❡t a
(t)
R = 1−
∑R−1
r=1 a
(t)
r
✾✿ ❙❛♠♣❧❡ b(t) ❢r♦♠ t❤❡ ♣❞❢ ✐♥ ✭✶✳✶✽✮
✶✵✿ ❙❛♠♣❧❡ σ2(t) ❢r♦♠ t❤❡ ♣❞❢ ✐♥ ✭✶✳✶✾✮
✶✶✿ ❙❛♠♣❧❡ σ
2(t)
b ❢r♦♠ t❤❡ ♣❞❢ ✐♥ ✭✶✳✷✵✮
✶✷✿ ❙❡t t = t+ 1✳
❆❧❣♦✳ ✶✳✶✿ ●✐❜❜s ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠
❙❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ f(σ2b |y,θ) ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✶✳✶✻✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t σ2b |y,θ
✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡✲❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
σ2b |y,θ ∼ IG
(
1
2
+ γ,
b2
2
+ ν
)
. ✭✶✳✷✵✮
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✉s❡❞ t♦ s❛♠♣❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ✭✶✳✶✻✮ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥
❆❧❣♦✳ ✶✳✶✳
❆❢t❡r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ▼▼❙❊ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s✱ ❛❢t❡r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❡r✐♦❞✷✳
❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡r② ❢❛st✱ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❤❡❛✈②
❢♦r s♦♠❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ st✉❞✐❡s ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞✳
✷❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❡r✐♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐❛❣♥♦s❡s ✭❘♦❜❡rt ❛♥❞ ❈❡❧❧✐❡r✱
✶✾✾✽✮✳
✷✹
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
✶✳✹✳✷ ▲❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞s
▲❡❛st sq✉❛r❡s ✭▲❙✮ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❢♦r ❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✭❍❡✐♥③ ❛♥❞ ❈✳✲■ ❈❤❛♥❣✱ ✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ▲❙
♠❡t❤♦❞s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ❝♦♥s✐st ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥
J(a, b) =
1
2
‖y − g(Ma)‖2
=
1
2
‖y −Ma− b(Ma)⊙ (Ma)‖2 ✭✶✳✷✶✮
✉♥❞❡r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✹✮ ❢♦r t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
♥♦t ❡❛s② t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ J(a, b) ✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r b✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ J(a, b) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ b✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r b ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
b =
(y −Ma)Th(a)
h(a)Th(a)
= bˇ(a). ✭✶✳✷✷✮
❆❢t❡r r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✶✳✷✷✮ ✐♥ J(a, b)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✸
J(a) = J
[
a, bˇ (a)
]
=
1
2
‖y − yˇ(a)‖2 ✭✶✳✷✸✮
✇❤❡r❡
yˇ(a) =Ma+ bˇ(a)(Ma)⊙ (Ma). ✭✶✳✷✹✮
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜❡❧♦✇ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r
aˆ = argmin
a
J(a)
✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✹✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❝❡ aˆ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r b ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s
bˆ = bˇ (aˆ) , ✭✶✳✷✺✮
❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣
σˆ2 =
1
L
∥∥∥y −Maˆ− bˆ(Maˆ)⊙ (Maˆ)∥∥∥2 . ✭✶✳✷✻✮
❚❛②❧♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ yˇ(·) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✶✳✷✹✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ▲❡t a(t) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❡st✐♠❛t❡ ❛t t❤❡ tt❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞
s♣❡❝tr✉♠ yˇ(a(t)) ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭✶✳✷✹✮✳ ❚❤❡ ❚❛②❧♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ yˇ(·) ❛t a(t) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
yˇ(a) ≈ yˇ
(
a(t)
)
+∇yˇ
(
a(t)
)(
a− a(t)
)
✭✶✳✷✼✮
✇❤❡r❡ ∇yˇ(a(t)) ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛tr✐① ♦❢ yˇ(a(t)) ♦❢ s✐③❡ L × R ❛♥❞ a ✐s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r t♦ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ rt❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛tr✐① ∇yˇ(a(t)) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✭✶✳✷✹✮
∂yˇ(a)
∂ar
=mr +
∂bˇ(a)
∂ar
h(a) + bˇ(a)
∂h(a)
∂ar
✭✶✳✷✽✮
✸❋♦r ❜r❡✈✐t②✱ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ J ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ a ❛♥❞ (a, b)✳
✷✺
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
✇❤❡r❡ r = 1, . . . , R ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ bˇ(·) ❛♥❞ h(·) ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ yˇ(·) ✐♥
✭✶✳✷✸✮ ✉s✐♥❣ ✭✶✳✷✼✮✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r a(t+1) ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▲❙ ♣r♦❜❧❡♠
a(t+1) = argmin
a
∥∥∥s(t) − M˜(t)a∥∥∥2 , ✭✶✳✷✾✮
✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✹✮✱ ✇❤❡r❡
s(t) = y − yˇ
(
a(t)
)
+∇yˇ
(
a(t)
)
a(t) ✭✶✳✸✵✮
❛♥❞ M˜(t) = ∇yˇ (a(t)) ✐s t❤❡ L × R ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛tr✐①✳ Pr♦❜❧❡♠ ✭✶✳✷✾✮ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭❍❡✐♥③ ❛♥❞ ❈✳✲■ ❈❤❛♥❣✱ ✷✵✵✶✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜②
♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ ✭✶✳✷✾✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
a(t+1) = argmin
a
[∥∥∥s(t) − M˜(t)a∥∥∥2 + η(1− 1TRa)2] ✭✶✳✸✶✮
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r a✱ ✇❤❡r❡ η ∈ R+ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡
s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭✶✳✸✶✮ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦✳ ✶✳✷✳ ❚❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✳✷✺✮ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r♦✈❡
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✹✮ ✐♥ ✭✶✳✷✾✮✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❤♦s❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ✐s ❡♥s✉r❡❞✳
✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭t = 0✮
• ❙❡t a(0)
✷✿ ■t❡r❛t✐♦♥s ✭t ≥ 0✮
✸✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛tr✐① ♦❢ yˇ ❛t a(t) ✉s✐♥❣ ✭✶✳✷✽✮
✹✿ ❈♦♠♣✉t❡ a(t) ✉s✐♥❣ ✭✶✳✷✾✮
✺✿ ❈♦♠♣✉t❡ b(t) ✉s✐♥❣ ✭✶✳✷✺✮
✻✿ ❙❡t t = t+ 1✳
❆❧❣♦✳ ✶✳✷✿ ❚❛②❧♦r ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠
❙✉❜❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✷✸✮ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✹✮ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❙❖✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❇❛③❛r❛❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✱ ♣✳ ✸✸✾✮ t❤❛t
✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❡❛❝❤ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡
a1, . . . , ar t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r✱ t❤❡ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✳✷✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ c = [a1, . . . , aR−1]T ❜② s❡tt✐♥❣ aR = 1 −
∑R−1
r=1 ar✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱
t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✳✷✸✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥
J∗(c) =
1
2
∥∥y − yˇ∗(a\R)∥∥2 ✭✶✳✸✷✮
✷✻
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
✇❤❡r❡
J∗(c) = J
(
a1, . . . , aR−1, 1−
R−1∑
r=1
ar
)
✭✶✳✸✸✮
yˇ∗(c) = yˇ
(
a1, . . . , aR−1, 1−
R−1∑
r=1
ar
)
. ✭✶✳✸✹✮
✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭t = 0✮
• ❙❡t a(0)
✷✿ ■t❡r❛t✐♦♥s ✭t ≥ 1✮
✸✿ ❙❡t c˜ = [c˜1, . . . , c˜r−1]
T = c(t−1) = [a
(t−1)
1 , . . . , a
(t−1)
R−1 ]
T
✹✿ ❢♦r r = 1 : R− 1 ❞♦
✺✿ • ❈♦♠♣✉t❡ dr = −∂J
∗(c˜)
∂c˜r
• ❈♦♠♣✉t❡ λr,M ❢r♦♠ ✭✶✳✸✻✮
• ❈♦♠♣✉t❡ λˆr ❢r♦♠ ✭✶✳✸✺✮
• ❙❡t c˜r = c˜r − λˆrdr
✻✿ ❡♥❞ ❢♦r
✼✿ ❙❡t c(t) = c˜
✽✿ ❙❡t a
(t)
R = 1−
∑R−1
r=1 c
(t)
r
✾✿ ❈♦♠♣✉t❡ b(t) ✉s✐♥❣ ✭✶✳✷✺✮
✶✵✿ ❙❡t t = t+ 1✳
❆❧❣♦✳ ✶✳✸✿ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❙✉❜❣r❛❞✐❡♥t ❆❧❣♦r✐t❤♠
❆t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t c✱ t❤❡ ❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s dr ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ cr ✭❢♦r r = 1, . . . , R− 1✮✱ ✐✳❡✳✱
dr = −∂J
∗(c)
∂cr
= [y − yˇ∗(c)]T ∂yˇ
∗(c)
∂cr
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ yˇ∗(a\R) ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s♦❧✈❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
λˆr = argmin
λr
J∗(c− λrur) ✭✶✳✸✺✮
✇❤❡r❡ ur = [0, . . . , s✐❣♥(dr), 0, . . . , 0]T ✐s ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ (R − 1) × 1✱ 0 ≤ λr ≤ λr,M ❛♥❞ λr,M ∈ R+ ✭❢♦r
r = 1, . . . , R− 1✮ ❛r❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✐♥❣ λr ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡
λr,M =

0, ✐❢ dr = 0
cr, ✐❢ dr > 0
cr −
∑R−1
i=1,i 6=r ci, ✐❢ dr < 0
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✹✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✳✸✺✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣♦❧❞❡♥ s❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
✭❇❛③❛r❛❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✱ ♣✳ ✷✼✵✮✳ ❚❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦✳ ✶✳✸✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳
✶✳✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ✜rst ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ✉♥♠✐①✐♥❣ ✹ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢ s✐③❡
50 × 50 ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ R = 3 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐❜r❛r✐❡s
♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊◆❱■ s♦❢t✇❛r❡ ✭❘❙■ ✭❘❡s❡❛r❝❤ ❙②st❡♠s ■♥❝✳✮✱ ✷✵✵✸✮ ✭✐✳❡✳✱ ❣r❡❡♥ ❣r❛ss✱ ♦❧✐✈❡ ❣r❡❡♥ ♣❛✐♥t ❛♥❞
❣❛❧✈❛♥✐③❡❞ st❡❡❧ ♠❡t❛❧✮✳ ❚❤❡ ✜rst s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ I1 ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧
✭▲▼▼✮✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡ I2 ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❋❛♥ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✾✮✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❋❛♥ ♠♦❞❡❧✑ ✭❋▼✮✳ ❆ t❤✐r❞ ✐♠❛❣❡ I3 ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r
♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭●❇▼✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶❛✮✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ ❢♦✉rt❤ ✐♠❛❣❡ I4 ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ PP◆▼▼✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs an, p = 1, . . . , 2500 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❧❧ ✐♠❛❣❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 = 2.8 × 10−3✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐❣♥❛❧✲
t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ SNR = L−1σ−2 ‖g (a)‖2 ≃ 15❞❇✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞r❛✇♥ ✐♥ t❤❡ s❡t (0, 1)
❢♦r t❤❡ ●❇▼ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r b ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ t❤❡ s❡t (−0.3, 0.3) ❢♦r t❤❡ PP◆▼▼✳ ❉✐✛❡r❡♥t
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
• ❢♦r t❤❡ ▲▼▼✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❍❡✐♥③ ❛♥❞ ❈✳✲■ ❈❤❛♥❣✱ ✷✵✵✶✮ ❛♥❞ t❤❡
❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱
• t❤❡ ❋▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥♠✐①❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❙ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶❛✮ ❜✉t ❛ss✉♠✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦
✶✱
• t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ●❇▼ ❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮✱ ✐✳❡✳✱
❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t✇♦ ▲❙ ♠❡t❤♦❞s✱
• t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♥❞ ▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ✉♥♠✐①✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ PP◆▼▼✳
◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ▼▼❙❊ ❡st✐♠❛t♦r✳
❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r
✉s✐♥❣ t❤❡ r♦♦t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭❘◆▼❙❊✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
❘◆▼❙❊ =
√√√√ 1
NR
N∑
n=1
‖aˆn − an‖2 ✭✶✳✸✻✮
✇❤❡r❡ an ✐s t❤❡ nt❤ ❛❝t✉❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ aˆn ✐ts ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❘◆▼❙❊s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♠❛❣❡s I1, . . . , I4 ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✭✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❘◆▼❙❊✮ ❢♦r
❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❜♦❧❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❜♦❧❞✳
✷✽
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❆❜✉♥❞❛♥❝❡ ❘◆▼❙❊s ✭×10−2✮✿ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ✳
I1 I2 I3 I4
✭▲▼▼✮ ✭❋▼✮ ✭●❇▼✮ ✭PP◆▼▼✮
▲▼▼
❇❛②❡s✐❛♥ ✭❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ✵✳✾✶ 15.90 8.75 10.90
❋❈▲❙ ✭❍❡✐♥③ ❛♥❞ ❈✳✲■ ❈❤❛♥❣✱ ✷✵✵✶✮ ✵✳✾✶ 14.27 5.48 9.73
❋▼
❇❛②❡s✐❛♥ ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮ 13.09 ✵✳✽✼ 7.87 9.72
❚❛②❧♦r ✭❋❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ 13.09 ✵✳✽✻ 7.28 15.20
●❇▼
❇❛②❡s✐❛♥ ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮ 1.87 10.10 5.25 9.34
❚❛②❧♦r ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮ 3.65 8.47 4.08 9.01
●r❛❞✐❡♥t ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮ 2.47 2.45 ✶✳✼✸ 8.69
PP◆▼▼
❇❛②❡s✐❛♥ 1.58 1.98 ✶✳✽✻ ✶✳✻✾
❚❛②❧♦r ✶✳✺✻ 2.21 1.88 ✶✳✾✷
●r❛❞✐❡♥t 1.69 1.98 1.98 ✶✳✻✾
❚❛❜❧❡ ✶✳✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ▲❙ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡
PP◆▼▼✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r t❤❡s❡ ✹ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ PP◆▼▼ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t♦
❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✭❆❘❊✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
❆❘❊ =
√√√√ 1
LN
N∑
n=1
‖yˆn − yn‖2 ✭✶✳✸✼✮
✇❤❡r❡ yn ✐s t❤❡ nt❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ yˆn ✐ts ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✷ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❆❘❊s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❆❘❊s ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❝❛♥ ✈❛r② ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ PP◆▼▼ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥ t❤❡
♦t❤❡r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❆❘❊✳
✷✾
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❆❘❊s ✭×10−2✮✿ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ✳
I1 I2 I3 I4
✭▲▼▼✮ ✭❋▼✮ ✭●❇▼✮ ✭PP◆▼▼✮
▲▼▼
❇❛②❡s✐❛♥ ✭❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ✺✳✷✽ 6.54 5.65 5.89
❋❈▲❙ ✭❍❡✐♥③ ❛♥❞ ❈✳✲■ ❈❤❛♥❣✱ ✷✵✵✶✮ ✺✳✷✽ 5.74 5.42 5.48
❋▼
❇❛②❡s✐❛♥ 5.61 ✺✳✷✾ 5.38 5.76
❚❛②❧♦r ✭❋❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ 5.61 ✺✳✷✽ 5.38 5.75
●❇▼
❇❛②❡s✐❛♥ ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮ ✺✳✷✾ 5.49 5.33 5.44
❚❛②❧♦r ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮ 5.31 5.40 5.30 5.42
●r❛❞✐❡♥t ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮ ✺✳✷✾ 5.30 ✺✳✷✽ 5.41
PP◆▼▼
❇❛②❡s✐❛♥ ✺✳✷✽ ✺✳✷✾ ✺✳✷✽ ✺✳✷✽
❚❛②❧♦r ✺✳✷✾ ✺✳✷✾ ✺✳✷✽ ✺✳✷✽
●r❛❞✐❡♥t ✺✳✷✾ ✺✳✷✾ ✺✳✷✽ ✺✳✷✽
❋✐❣✳ ✶✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ b ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡s I1, . . . , I4 ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭✐✳❡✳✱
❇❛②❡s✐❛♥✱ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✮✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r b✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❍✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r bˆ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ❡st✐♠❛t❡❞
❜② t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ✭❜❧✉❡✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
✸✵
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❚❛❜❧❡ ✶✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ ▼❆❚▲❆❇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ✶✳✻✻●❍③ ❉✉❛❧✲❈♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✉♥♠✐①✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♠❛❣❡s ✭2500 ♣✐①❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✮✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s
t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡
❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡
❢♦r ❧❛r❣❡r ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞✮ ✐s ✈❡r② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✸✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✷✺✵✵ ♣✐①❡❧s ✭✐♥ s❡❝♦♥❞✮✳
I1 I2 I3 I4
❇❛②❡s✐❛♥ 5960 6200 6600 5970
❚❛②❧♦r 5 10 8 7
❙✉❜❣r❛❞✐❡♥t 84 102 96 101
❚❤❡ ♥❡①t s❡t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs
♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✭R ∈ {3, 6, 9, 12}✮ ❜② ✉♥♠✐①✐♥❣ ✹ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢ 500 ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡s❡
✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦✉rt❡❡♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ❱❈❆ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ ❈✉♣r✐t❡ s❝❡♥❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❈❧❛r❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs an, (n = 1, . . . , 500) ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛♥❞♦♠❧②
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❧❧ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡
r❛t✐♦ SNR = 20❞❇✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts b ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞r❛✇♥ ✐♥ t❤❡ s❡t (−0.3, 0.3)✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✹ ❝♦♠♣❛r❡s
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤❡s❡
r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ t❡r♠ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t♦rs
t❡♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ s♠❛❧❧❡r ❘◆▼❙❊s✮ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ R✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠❛② ❜❡ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ▲❙ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✶✳✷✶✮ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ R✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✹✿ ❯♥♠✐①✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t R✳
❆✈❡r❛❣❡ ❘◆▼❙❊s✭×10−2✮ ❆❘❊s✭×10−2✮
❇❛②❡s✐❛♥
❚❛②❧♦r ●r❛❞✐❡♥t
❇❛②❡s✐❛♥
❚❛②❧♦r ●r❛❞✐❡♥t
▼▼❙❊ ▼❆P ▼▼❙❊ ▼❆P
R = 3 7.50 10.42 9.43 9.41 4.18 4.22 4.17 4.17
R = 6 7.53 11.37 12.65 12.16 4.22 4.24 4.20 4.20
R = 9 5.69 9.56 11.90 11.41 4.27 4.29 4.24 4.24
R = 12 4.72 8.08 11.16 10.58 4.18 4.19 4.13 4.13
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❘❡❛❧ ❞❛t❛
❚❤❡ ✜rst r❡❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ L = 189 s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s ❛♥❞ ✇❛s ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ✶✾✾✼ ❜②
t❤❡ ❛✐r❜♦r♥❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✭❆❱■❘■❙✮ ♦✈❡r t❤❡ ❈✉♣r✐t❡ ♠✐♥✐♥❣ s✐t❡ ✐♥ ◆❡✈❛❞❛✳ ❆ s✉❜✲✐♠❛❣❡
♦❢ s✐③❡ 50 × 50 ♣✐①❡❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❤❡r❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡ s❝❡♥❡ ✐s ♠❛✐♥❧②
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠✉s❝♦✈✐t❡✱ ❛❧✉♥✐t❡ ❛♥❞ ❦❛♦❧✐♥✐t❡✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾❛✮✳ ❚❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡①tr❛❝t❡❞
❜② ❱❈❆ ✭◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ❛♥❞ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s✱ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❊❊❆ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍❡②❧❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ✭r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s ✏❍❡②❧❡♥✧✮✱ ✇✐t❤ R = 3 ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✸✳ ❚❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r
s❤❛♣❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❊❊❆s ✭s✉❝❤ ❛s ❱❈❆✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❢♦r ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❑❡s❤❛✈❛ ❛♥❞ ▼✉st❛r❞✱ ✷✵✵✷✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❚❤❡ R = 3 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❱❈❆ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❍❡②❧❡♥ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r t❤❡ ❈✉♣r✐t❡
s❝❡♥❡✳
❚❤❡ t❤r❡❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t♦ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❊❊❆s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❍❡②❧❡♥✬s ♠❡t❤♦❞ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹✳ ❚❤❡② ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥
t❤❡ ▲▼▼✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ PP◆▼▼ ✐s t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❋✐❣✳ ✶✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛♣s ♦❢ b ❢♦r t❤❡ ❈✉♣r✐t❡ ✐♠❛❣❡✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✭s✐♥❝❡ b 6= 0✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ✇❡❛❦ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ b ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✵✳
✸✷
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❆❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥✱ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡
❈✉♣r✐t❡ s❝❡♥❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ▼❛♣s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r b ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥✱ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t
♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❈✉♣r✐t❡ s❝❡♥❡✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ L = 189 s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s ❛♥❞ ✇❛s ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ✶✾✾✼
❜② t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❆❱■❘■❙ ♦✈❡r t❤❡ ▼♦✛❡tt ❋✐❡❧❞✱ ❈❆✳ ❆ s✉❜✲✐♠❛❣❡ ♦❢ s✐③❡ 50 × 50 ♣✐①❡❧s ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❤❡r❡
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡ s❝❡♥❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✇❛t❡r✱ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦✐❧✳ ❚❤❡
❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ❱❈❆ ❛♥❞ ❍❡②❧❡♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ R = 3 ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✻✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
✸✸
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✇✐t❤ ❍❡②❧❡♥✬s ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✼✳ ❚❤❡② ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❈▲❙
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ▲▼▼✳ ❋✐❣✳ ✶✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛♣s ♦❢ b ❢♦r t❤❡ ▼♦✛❡tt ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ ✇❛t❡r
❛r❡❛✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✭s✐♥❝❡ b 6= 0✮✳ ❚❤❡s❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❧♦✇ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❜❛t❤②♠❡tr✐❝ ❡✛❡❝ts✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❚❤❡ R = 3 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❱❈❆ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❍❡②❧❡♥ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r t❤❡ ▼♦✛❡tt
s❝❡♥❡✳
❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✉♥♠✐①✐♥❣ ✐s ✜♥❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆❘❊s ❢♦r ❜♦t❤ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ❆❘❊s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✶✳✺ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ♦t❤❡r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ PP◆▼▼ ♣r♦✈✐❞❡s s♠❛❧❧❡r ❆❘❊s
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈❡r② ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ r❡s✉❧t✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✺✿ ❆❘❊s ✭×10−2)✿ ❈✉♣r✐t❡ ❛♥❞ ▼♦✛❡tt ✐♠❛❣❡s
❱❈❆ ❍❡②❧❡♥
❈✉♣r✐t❡ ▼♦✛❡tt ❈✉♣r✐t❡ ▼♦✛❡tt
▲▼▼
❇❛②❡s✐❛♥ ✭❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ 2.14 2.70 ✷✳✸✺ ✷✳✵✷
❋❈▲❙ ✭❍❡✐♥③ ❛♥❞ ❈✳✲■ ❈❤❛♥❣✱ ✷✵✵✶✮ 2.11 2.62 2.10 ✷✳✵✵
❋▼
❇❛②❡s✐❛♥ 7.36 2.31 ✷✳✸✵ ✶✳✾✷
❚❛②❧♦r ✭❋❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ 3.05 2.29 ✷✳✷✾ ✶✳✾✷
●❇▼
❇❛②❡s✐❛♥ ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮ 2.24 2.57 ✷✳✶✶ ✶✳✾✾
❚❛②❧♦r ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮ 2.34 2.41 ✷✳✵✸ ✷✳✵✶
●r❛❞✐❡♥t ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮ ✷✳✵✷ 2.30 ✷✳✵✹ ✶✳✾✸
PP◆▼▼
❇❛②❡s✐❛♥ ✶✳✶✾ 1.59 ✶✳✾✶ ✶✳✽✺
❚❛②❧♦r ✶✳✶✾ ✶✳✺✹ ✶✳✾✵ ✶✳✽✹
●r❛❞✐❡♥t ✶✳✶✾ ✶✳✺✺ ✶✳✾✵ ✶✳✽✼
✸✹
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❆❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥✱ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡
▼♦✛❡tt s❝❡♥❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ▼❛♣s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r b ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥✱ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t
♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ▼♦✛❡tt s❝❡♥❡✳
✸✺
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
✶✳✹✳✹ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❆ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♥❞ t✇♦ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳
❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡
❡♥s✉r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r
✇❛s t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t♦r ✇❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ s❛♠♣❧❡s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ▲❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r ✉♥♠✐①✐♥❣
t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡❞ r❡s✉❧ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛
r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ✈❡r② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ✉♥♠✐①✐♥❣✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥
s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
✇❡r❡ ❦♥♦✇♥ ✭❡✐t❤❡r ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣r✐♦r✐ ♦r ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛ ❊❊❆✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
❢♦r ❧✐♥❡❛r ❙❯✱ ❛ ❥♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ ♠✐①✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠✐①t✉r❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ❥♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s
t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❤✐❝❤ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯ ✉s✐♥❣ t❤❡ PP◆▼▼✳ ❚❤❡
♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ▲❡❛st✲sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡✐r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r♦✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳
■♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♠♦r❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✉❛❧❧② r❡q✉✐r❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡r✱ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
✸✻
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
✶✳✺ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣
■♥ t❤✐s s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥
❛♥❞ t❤✉s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❖♥❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ N ♣✐①❡❧s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✶✳✸✮✳ ❚❤❡ PP◆▼▼ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✸✮ ❛❧❧♦✇s t❤❡ L ×N ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♠❛tr✐① Y = [y1, . . . ,yN ] t♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
Y =MA+ [(MA)⊙ (MA)] ❞✐❛❣ (b) +E ✭✶✳✸✽✮
✇❤❡r❡ A = [a1, . . . ,aN ] ✐s ❛♥ R × N ♠❛tr✐①✱ E = [e1, . . . , eN ] ✐s ❛♥ L × N ♠❛tr✐①✱ b = [b1, . . . , bN ]T ✐s ❛♥ N × 1
✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ s❡q✉❡♥❝❡s en, ∀n ∈ {1, . . . , N} ❛r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ = ❞✐❛❣
(
σ2
)
✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
en ∼ N (0L,Σ)✱ ✇❤❡r❡ σ2 = [σ21 , . . . , σ2L]T ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ L ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛♥❞ ❞✐❛❣
(
σ2
)
✐s ❛♥ L×L ❞✐❛❣♦♥❛❧
♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r σ2✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♥♦✐s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ t❤❡
♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯ s❝❡♥❛r✐♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ N ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ N ♣✐①❡❧s ❤❛✈❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞✐✛❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡❛❧
♥♦✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ A s❛t✐s❢② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡
❡♥❞♠❡♠❜❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✺✮✳
✶✳✺✳✶ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❢✉❧❧② ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡
❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
ar,n =
(
r−1∏
k=1
zk,n
)
×
 1− zr,n ✐❢ r < R1 ✐❢ r = R . ✭✶✳✸✾✮
❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❇❡t❛♥❝♦✉rt ✭✷✵✶✵✮✳ ❖♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s
zr,n ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ar,n ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✹✮ ❢♦r t❤❡ nt❤ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r an ❡①♣r❡ss ❛s
0 < zr,n < 1, ∀r ∈ {1, . . . , R− 1} ✭✶✳✹✵✮
❢♦r t❤❡ nt❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡❝t♦r zn = [z1,n, . . . , zR−1,n]T ✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✹✵✮ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r t♦
❤❛♥❞❧❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛♥ ✭✶✳✹✮ ✭❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ PP◆▼▼ ✭✶✳✸✽✮ ❢♦r ❙❯✳
❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ PP◆▼▼ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s Z =
[z1, . . . , zN ] ✭s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✹✵✮✮✱ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐① M✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r b
❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r σ2✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣r✐♦rs ✭❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ PP◆▼▼✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧
✉♥♠✐①✐♥❣✳
✸✼
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✽✮ s❤♦✇s t❤❛t yn|M, zn, bn,σ2 ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇✐t❤ ♠❡❛♥ gn (Man) ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s yn|M, zn, bn,σ2 ∼ N (gn (Man) ,Σ)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r an s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s an(zn)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t zn ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r ❜r❡✈✐t②✳
❆ss✉♠✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Y ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
f(Y|M,Z, b,σ2) ∝ |Σ|−N/2etr
[
− (Y −X)
TΣ−1(Y −X)
2
]
✭✶✳✹✶✮
✇❤❡r❡ ∝ ♠❡❛♥s ✏♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦✑✱ etr(·) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ tr❛❝❡ ❛♥❞
X =MA+ [(MA)⊙ (MA)] ❞✐❛❣ (b) ✭✶✳✹✷✮
✐s ❛♥ L×N ♠❛tr✐①✳
P❛r❛♠❡t❡r ♣r✐♦rs ❚♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛ss✐❣♥ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡❝t♦r zn t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♥♦♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r an✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❡t❛ ♣r✐♦rs
zn,r ∼ Be(R− r, 1) r ∈ {1, . . . , R− 1} ✭✶✳✹✸✮
❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ♣r✐♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ zn ②✐❡❧❞ ❛♥ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r a\R,n ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
✐♥ t❤❡ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✶✵✮ ✭s❡❡ ✭❇❡t❛♥❝♦✉rt✱ ✷✵✶✵✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ♣r✐♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
✈❡❝t♦rs {zn}n=1,...,N ❧❡❛❞s t♦
f(Z) =
R−1∏
r=1
{
1
B(R− r, 1)N
N∏
n=1
zR−r−1n,r
}
✭✶✳✹✹✮
✇❤❡r❡ B(·, ·) ✐s t❤❡ ❇❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❋♦r ❡❛❝❤ ❡♥❞♠❡♠❜❡r mr✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r
mr ∼ N[0,1]L(m¯r, s2■L), ✭✶✳✹✺✮
tr✉♥❝❛t❡❞ ♦♥ [0, 1]L t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✺✮✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝t♦rs m¯r ❛s
t❤❡ ♣✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❊❊❆ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✭❍❡②❧❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❛♥❞ r❡❢❡rr❡❞ t♦
❛s ✏❍❡②❧❡♥✑✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s2 r❡✢❡❝ts t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤✐s ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤✐s ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ✜①❡❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ✭s2 = 50 ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛♥② ❊❊❆
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs m¯1, . . . , m¯R✳ ❲✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❡ PP◆▼▼ ✭✶✳✸✽✮ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✹✮ ❛♥❞ ✭✶✳✺✮ ❛♥❞
❡♥❢♦r❝✐♥❣ mr t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ m¯r, ∀r r❡♠♦✈❡s t❤✐s ❛♠❜✐❣✉✐t②✳
■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ PP◆▼▼ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ▲▼▼ ❢♦r bn = 0✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ▲▼▼ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♠♦st
♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s✱ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❛ss✐❣♥ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❡♥❢♦r❝❡ s♣❛rs✐t② ❢♦r
t❤❡ ✈❡❝t♦r b✳ ❚♦ ❞❡t❡❝t ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ s♣❡❝tr❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r bn
f(bn|w, σ2b ) = (1− w)δ(bn) + w
1√
2πσ2b
exp
(
− b
2
n
2σ2b
)
✭✶✳✹✻✮
✸✽
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
✇❤❡r❡ δ(·) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs
{bn}n=1,...,N s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs w ∈ [0, 1] ❛♥❞ σ2b ∈ R+✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t w ✐s t❤❡ ♣r✐♦r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ♣r✐♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
♣❛r❛♠❡t❡rs {bn}n=1,...,N ✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r b ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s
f(b|w, σ2b ) =
N∏
n=1
f(bn|w, σ2b ). ✭✶✳✹✼✮
❆ ❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞ σ2ℓ
f(σ2ℓ ) ∝
1
σ2ℓ
✶R+
(
σ2ℓ
)
✭✶✳✹✽✮
✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢♦r t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✭s❡❡ ✭❇❡r♥❛r❞♦ ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ✶✾✾✹✮ ❢♦r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✮✳
❆ss✉♠✐♥❣ ♣r✐♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
f(σ2) =
L∏
ℓ=1
f(σ2ℓ ). ✭✶✳✹✾✮
❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ♣r✐♦rs ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs σ2b ❛♥❞ w✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❞❥✉st✱ ✐t ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ t♦
✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✭❆❧t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀
❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❀ ❘♦❜❡rt✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② r❡q✉✐r❡s t♦ ❞❡✜♥❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❆ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✐♥✈❡rs❡✲●❛♠♠❛ ♣r✐♦r ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ σ2b
σ2b ∼ IG (γ, ν) ✭✶✳✺✵✮
✇❤❡r❡ (γ, ν) ❛r❡ r❡❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✜①❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✢❛t ♣r✐♦r✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
σ2b ✭(γ, ν) ✇✐❧❧ ❜❡ s❡t t♦ (10
−1, 10−1) ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥✮✳ ❆ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡
❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r w
w ∼ U[0,1](w) ✭✶✳✺✶✮
s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r❧② ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤ ✭❉❆●✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✾✳
❏♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❚❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs {θ,Φ} ✇❤❡r❡ θ ={
Z,M, b,σ2
}
❛♥❞ Φ =
{
σ2b , w
}
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡
f(θ,Φ|Y) ∝ f(Y|θ,Φ)f(θ,Φ) ✭✶✳✺✷✮
✇❤❡r❡ f(Y|θ) ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✮✳ ❇② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Z✱ M✱ b ❛♥❞
σ2 ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs σ2b ❛♥❞ w✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ❝❛♥
❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
f(θ,Φ) = f(θ|Φ)f(Φ)
= f(Z)f(M)f(σ2)f(b|σ2b , w)f(σ2b )f(w). ✭✶✳✺✸✮
✸✾
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
ν
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ❉❆● ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ♣r✐♦rs ✭t❤❡ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❜♦①❡s✮✳
❚❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ f(θ,Φ|Y) ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉♣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❢t❡r r❡♣❧❛❝✐♥❣
✭✶✳✺✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✮ ✐♥ ✭✹✳✶✼✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❇❛②❡s✐❛♥
❡st✐♠❛t♦rs ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼▼❙❊✮ ❡st✐♠❛t♦rs✮
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✭✹✳✶✼✮✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❡✣❝✐❡♥t ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ♠❡t❤♦❞s
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s❛♠♣❧❡s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✶✼✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡
s❛♠♣❧❡❞✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❍▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ st❡♣s t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s
t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡r✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▼▼❙❊ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡
✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r (θ,Φ)✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❍▼❈ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇✐❧❧
❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❛♠♣❧❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ ✭✹✳✶✼✮✳
❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞
❍▼❈s ❛r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✜❝t✐t✐♦✉s ♠♦♠❡♥t✉♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
▲❡t q ∈ RD ❜❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ π(q) ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠✳ ❋r♦♠
st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π(q) ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ U(q) = − log [π(q)] + c
✇❤❡r❡ c ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t s✉❝❤ t❤❛t
∫
exp (−U(q) + c) ❞q = 1✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ π(q) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡♥❡r❣② U(q) ❛♥❞ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✈❡❝t♦r p ∈ RD ❞❡✜♥❡❞ ❛s
H(q,p) = U(q) +K(p) ✭✶✳✺✹✮
✇❤❡r❡ K(p) ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
t♦ ✉s❡ K(p) = pTp/2 ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✭❢♦r r❡❛s♦♥s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧❛t❡r✮✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✶✳✺✹✮ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r (q,p)
f(q,p) ∝ exp [−H(q,p)]
∝ π(q) exp
(
−1
2
pTp
)
✭✶✳✺✺✮
✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t q ❛♥❞ p ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ p ✐s t❤❡ N (0D, ■D) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ❍▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s s❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✶✳✺✺✮✳ ❚❤❡ it❤ ❍▼❈ ✐t❡r❛t✐♦♥
✉s❡s t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ✈❡❝t♦rs (q(i),p(i)) ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ st❡♣s✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ r❡s❛♠♣❧❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ p˜(i)
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✉s❡s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s t♦
✹✵
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ (q∗,p∗) ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
ρ = min
{
exp
[
−H(q∗,p∗) +H(q(i), p˜(i))
]
, 1
}
. ✭✶✳✺✻✮
●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ (q∗,p∗)✿ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤✲
♦❞s s✉❝❤ ❛s ❊✉❧❡r ♦r ❧❡❛♣❢r♦❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❡❛♣❢r♦❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ N▲❋
st❡♣s ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ st❡♣s✐③❡ ǫ✳ ❚❤❡ nt❤ ❧❡❛♣❢r♦❣ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
p(i,nǫ+ǫ/2) = p(i,nǫ) − ǫ
2
∂U
∂qT
(
q(i,nǫ)
)
✭✶✳✺✼❛✮
q(i,(n+1)ǫ) = q(i,nǫ) + ǫp(i,nǫ+ǫ/2) ✭✶✳✺✼❜✮
p(i,(n+1)ǫ) = p(i,nǫ+ǫ/2) − ǫ
2
∂U
∂qT
[
q(i,(n+1)ǫ)
]
. ✭✶✳✺✼❝✮
❚❤❡ ❧❡❛♣❢r♦❣ ♠❡t❤♦❞ st❛rts ✇✐t❤ (q(i,0), p˜(i)) = (q(i), p˜(i)) ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✐s s❡t ❛❢t❡r N▲❋ st❡♣s t♦ (q∗,p∗) =
(q(i,ǫN▲❋), p˜(i,ǫN▲❋))✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ q ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥t❡r❡st q = [q1, . . . , qD]T s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts
ql < qd < qu, d ∈ {1, . . . , D} ✭✶✳✺✽✮
✇❤❡r❡ ql ✭r❡s♣✳ qu✮ ✐s t❤❡ ❧♦✇❡r ✭r❡s♣✳ ✉♣♣❡r✮ ❜♦✉♥❞ ❢♦r qd ✭s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Z ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✐♥M✮✳ ■♥ t❤✐s st✉❞② ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧❡❛♣❢r♦❣ s❝❤❡♠❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥
✭❇r♦♦❦s✱ ✷✵✶✶✱ ❈❤❛♣✳ ✺✮✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ N▲❋ st❡♣s✱ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ st❡♣s✐③❡ ǫq✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❍▼❈ ✭❈❍▼❈✮
✐t❡r❛t✐♦♥ st❛rts ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❡❛♣❢r♦❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ p
✭✶✳✺✼❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r q ✭✶✳✺✼❜✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✈❡❝t♦r q ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✺✽✮✱ ✐t ✐s ♠♦❞✐✜❡❞
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ♥❡❣❛t❡❞ ✭s❡❡ ✭❇r♦♦❦s✱ ✷✵✶✶✱ ❈❤❛♣✳ ✺✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳
❚❤✐s st❡♣ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ q s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❈❍▼❈ ❡♥❞s ✇✐t❤
t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ p ✭✶✳✺✼❝✮✳ ❖♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❍▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❈❍▼❈✮ ✐s
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦✳ ✶✳✹✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t t❤✐♥❦ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❢♦r
p t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❍▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② K(p) = pTp/2 ❛❧❧♦✇s t❤❡
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❜❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✭❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✼✮✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❍▼❈ ♠❛✐♥❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs N▲❋
❛♥❞ ǫq✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ǫq ✐s ❛❧♠♦st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ N▲❋ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞
s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② t♦ ❛❞❥✉st N▲❋ ❛♥❞ ǫq ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤s✳
✹✶
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
✶✿ ✪■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ it❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✭n = 0✮
• q(i,0) = q(i) s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✺✽✮
• ❙❛♠♣❧❡ p(i,0) = p˜(i)) ∼ N (0D, ■D)
✷✿ ✪▼♦❞✐✜❡❞ ❧❡❛♣❢r♦❣ st❡♣s
✸✿ ❢♦r n = 0 : N▲❋ − 1 ❞♦
✹✿ ✪❙t❛♥❞❛r❞ ❧❡❛♣❢r♦❣ st❡♣s
• ❈♦♠♣✉t❡ p(i,nǫ+ǫ/2) = p(i,nǫ) − ǫ
2
∂U
∂qT
(
q(i,nǫ)
)
• ❈♦♠♣✉t❡ q(i,(n+1)ǫ) = q(i,nǫ) + ǫp(i,nǫ+ǫ/2)
✺✿ ✪❙t❡♣s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ q(i,(n+1)ǫ) s❛t✐s✜❡s ✭✶✳✺✽✮
✻✿ ✇❤✐❧❡ q(i,(n+1)ǫ) ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② ✭✶✳✺✽✮ ❞♦
✼✿ ❢♦r d = 1 : D ❞♦
✽✿ ✐❢ q
(i,(n+1)ǫ)
d < ql t❤❡♥
✾✿ ❙❡t q(i,(n+1)ǫ)d = 2ql − q(i,(n+1)ǫ)d
✭r❡♣❧❛❝❡ q(i,(n+1)ǫ)d ❜② ✐ts s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ql✮
✶✵✿ ❙❡t p(i,nǫ+ǫ/2)d = −p(i,nǫ+ǫ/2)d
✶✶✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✷✿ ✐❢ q
(t+ǫ)
d > qu t❤❡♥
✶✸✿ ❙❡t q(i,(n+1)ǫ)d = 2qu − q(i,(n+1)ǫ)d
✭r❡♣❧❛❝❡ q(i,(n+1)ǫ)d ❜② ✐ts s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ qu✮
✶✹✿ ❙❡t p(i,nǫ+ǫ/2)d = −p(i,nǫ+ǫ/2)d
✶✺✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✻✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✼✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✶✽✿ ✪❙t❛♥❞❛r❞ ❧❡❛♣❢r♦❣ st❡♣
✶✾✿ ❈♦♠♣✉t❡ p(i,(n+1)ǫ) = p(i,nǫ+ǫ/2) − ǫ
2
∂U
∂qT
[
q(i,(n+1)ǫ)
]
✷✵✿ ❡♥❞ ❢♦r
✷✶✿ ✪❆❝❝❡♣t✲r❡❥❡❝t ♣r♦❝❡❞✉r❡
✷✷✿ ❙❡t p∗ = p(i,ǫN▲❋) ❛♥❞ q∗ = q(i,ǫN▲❋)
✷✸✿ ❈♦♠♣✉t❡ ρ ✉s✐♥❣ ✭✶✳✺✻✮
✷✹✿ ❙❡t (q(i+1),p(i+1)) = (q∗,p∗) ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ρ
✷✺✿ ❊❧s❡ s❡t (q(i+1),p(i+1)) = (q(i), p˜(i))✳
❆❧❣♦✳ ✶✳✹✿ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✐t❡r❛t✐♦♥
❚✉♥✐♥❣ t❤❡ st❡♣s✐③❡ ǫq✿ ❚❤❡ st❡♣ s✐③❡ ǫq ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛♣❢r♦❣ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❤❡♥ ǫq ✐s ✏s♠❛❧❧✑✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡
❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t❡ ✭✶✳✺✻✮ ✐s ❤✐❣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉♣♣♦rt ✐s s❧♦✇ ✭❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ N▲❋✮✳ ■♥
t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ t✉♥❡ t❤❡ st❡♣s✐③❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡r✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ st❡♣s✐③❡
✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✭r❡s♣✳ ✐♥❝r❡❛s❡❞✮ ❜② 25% ✐❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st 50 ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 0.5
✭r❡s♣✳ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ 0.8✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ st❡♣s✐③❡ ✉♣❞❛t❡ ♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❡r✐♦❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈
✹✷
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❝❤❛✐♥ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛❢t❡r t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❡r✐♦❞✳
❚✉♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡❛♣❢r♦❣ st❡♣s N▲❋✿ ❆ss✉♠❡ ǫq ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦rr❡❝t❧② ❛❞❥✉st❡❞✳ ❚♦♦ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢
N▲❋ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s❧♦✇ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ❜❡❤❛✈✐♦r✮ ✇❤❡r❡❛s t♦♦ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ N▲❋ r❡q✉✐r❡
❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ st❡♣s✐③❡ ǫq✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ N▲❋ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦
❜❡ s❛♠♣❧❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❍▼❈ ✉♣❞❛t❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ●✐❜❜s
s❛♠♣❧❡r ✭❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡❛♣❢r♦❣ st❡♣s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❈❍▼❈
✉♣❞❛t❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❥✉st❡❞ ❜② ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r✉♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❧❡❛♣❢r♦❣ st❡♣s ❢♦r ❡❛❝❤ ❍▼❈ ✉♣❞❛t❡ ❝❧♦s❡ t♦ N▲❋ = 50 ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ tr❛❞❡♦✛ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ✐t ✐s
r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t♦ ❧❡t N▲❋ r❛♥❞♦♠ ✭❇r♦♦❦s✱ ✷✵✶✶✱ ❈❤❛♣✳ ✺✮✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t N▲❋ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧②
❞r❛✇♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [45, 55] ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r
✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈❍▼❈ st❡♣s✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s❛♠♣❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✶✼✮✳
●✐❜❜s ❙❛♠♣❧❡r
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✐s t♦ s❛♠♣❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♦❢ ✐♥t❡r❡st
✭❘♦❜❡rt ❛♥❞ ❈❛s❡❧❧❛✱ ✷✵✵✹✱ ❈❤❛♣✳ ✶✵✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦
✉s❡ ❛ ❜❧♦❝❦ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦
s❛♠♣❧❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② M,Z, b,σ2, σ2b ❛♥❞ w ✉s✐♥❣ s✐① ♠♦✈❡s t❤❛t ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳
❙❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐① Z ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ f(Z|Y,M, b,σ2, σ2b , w) ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❛❝❝❡♣t✴r❡❥❡❝t ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐① Z
✭❤②❜r✐❞ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❲✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Z s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✳✹✵✮✱ t❤❡ ❈❍▼❈ st✉❞✐❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✶ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❛♠♣❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ f(Z|Y,M, b,σ2, σb, w)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛s ❢♦r ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ✉♣❞❛t❡s✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❍▼❈s ❣❡♥❡r❛❧❧② s❧♦✇s ❞♦✇♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
✈❡❝t♦r t♦ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥ N(R−1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❈❍▼❈
❝❛♥ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
f(Z|Y,M, b,σ2, σb, w) =
N∏
n=1
f(zn|yn,M, bn,σ2), ✭✶✳✺✾✮
✐✳❡✳✱ t❤❡ N ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❡❝t♦rs {zn}n=1,...,N ❛r❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐♥ ❛
♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛♥♥❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦
f(zn|yn,M, bn,σ2) ∝ exp
(
− (yn − xn)
TΣ−1(yn − xn)
2
)
✶(0,1)R−1 (zn)
(
R−1∏
r
zR−r−1n,r
)
✭✶✳✻✵✮
✇❤❡r❡ xn = gn (Man)✱ ✶(0,1)R−1 (·) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r (0, 1)R−1✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✶✳✻✵✮ ✐s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②
U(zn) =
(yn − xn)TΣ−1(yn − xn)
2
−
R−1∑
r=1
log
(
zR−r−1n,r
)
✭✶✳✻✶✮
✇❤❡r❡ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t f(zn|yn,M, bn,σ2) ∝ exp [−U(zn)]✳ N ♠♦♠❡♥t✉♠ ✈❡❝t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❈❍▼❈ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✶ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t♦ t❤❡ N ✈❡❝t♦rs zn ✇❤♦s❡
✹✸
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭R − 1✮ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✳✻✶✮ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦✳ ✶✳✹
❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳
❙❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐① M ❋r♦♠ ✭✹✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✶✳✺✸✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t
f(M|Y,Z, b,σ2, s2, M˜) =
L∏
ℓ=1
f(mℓ,:|yℓ,:,Z, b, σ2ℓ , s2, m¯ℓ,:)
✇❤❡r❡ mℓ,: ✭r❡s♣✳ m¯ℓ,: ❛♥❞ yℓ,:✮ ✐s t❤❡ ℓt❤ r♦✇ ♦❢ M ✭r❡s♣✳ ♦❢ M˜ ❛♥❞ Y✮ ❛♥❞
f(mℓ,:|yℓ,:,Z, b, σ2ℓ , s2, m¯ℓ,:) ∝ exp
(
−‖yℓ,: − tℓ‖
2
2σ2ℓ
)
exp
(
−‖mℓ,: − m¯ℓ,:‖
2
2s2
)
✶(0,1)R (mℓ,:) ✭✶✳✻✷✮
✇✐t❤ tℓ = ATmℓ,: + ❞✐❛❣ (b)
[(
ATmℓ,:
)⊙ (ATmℓ,:)]✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r♦✇s ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐① M ❝❛♥ ❜❡
s❛♠♣❧❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✭t♦ s❛♠♣❧❡ Z✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② V (mℓ,:) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ mℓ,: ❞❡✜♥❡❞ ❜②
V (mℓ,:) =
‖yℓ,: − tℓ‖2
2σ2ℓ
+
‖mℓ,: − m¯ℓ,:‖2
2s2
✭✶✳✻✸✮
❛♥❞ ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
✭✶✳✻✸✮ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦✳ ✶✳✹ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳
❙❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r b ❯s✐♥❣ ✭✹✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✶✳✺✸✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ bn|yn,Mzn,σ2, w, σ2b ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
bn|yn,M, zn,σ2, w, σ2b ∼ (1− w∗n)δ(bn) + w∗nN
(
µn, s
2
n
)
✭✶✳✻✹✮
✇❤❡r❡
µn =
σ2b (yn −Man)T Σ−1hn
σ2bh
T
nΣ
−1hn + 1
, s2n =
σ2b
σ2bh
T
nΣ
−1hn + 1
❛♥❞ hn = (Man)⊙ (Man)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
w∗n =
w
βn + w(1− βn)
βn =
σb
sn
exp
(
− µ
2
n
2s2n
)
. ✭✶✳✻✺✮
❋♦r ❡❛❝❤ bn✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✶✳✻✹✮ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ {bk}k 6=n✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
♣❛r❛♠❡t❡rs {bn}n=1,...,N ❝❛♥ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛♥♥❡r✳
❙❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r σ2 ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✹✳✶✼✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥
t❤❛t
f(σ2|Y,M,Z, b) =
L∏
ℓ=1
f(σ2ℓ |yℓ,:,m:,ℓ,Z, b) ✭✶✳✻✻✮
❛♥❞ t❤❛t σ2ℓ |yℓ,:,m:,ℓ,Z, b ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡✲❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
σ2ℓ |yℓ,:,m:,ℓ,Z, b ∼ IG
(
N
2
,
(yℓ,: − xℓ,:)T (yℓ,: − xℓ,:)
2
)
✭✶✳✻✼✮
✇❤❡r❡ X = [x1,:, . . . ,xL,:]T ✳ ❚❤✉s t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ❡❛s✐❧② ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳
✹✹
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t = 0
• Z(0),M(0), b(0),σ2(0), w(0), σ2(0)b ✳
✷✿ ■t❡r❛t✐♦♥s
✸✿ ❢♦r t = 1 : N▼❈ ❞♦
✹✿ P❛r❛♠❡t❡r ✉♣❞❛t❡
✺✿ ❙❛♠♣❧❡ Z(t) ❢r♦♠ t❤❡ ♣❞❢s ✭✶✳✻✵✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❈❍▼❈ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
✻✿ ❙❛♠♣❧❡ M(t) ❢r♦♠ t❤❡ ♣❞❢s ✭✶✳✻✷✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❈❍▼❈ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
✼✿ ❙❛♠♣❧❡ b(t) ❢r♦♠ t❤❡ ♣❞❢s ✭✶✳✻✹✮✳
✽✿ ❙❛♠♣❧❡ σ2(t) ❢r♦♠ t❤❡ ♣❞❢s ✭✶✳✻✼✮✳
✾✿ ❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ✉♣❞❛t❡
✶✵✿ ❙❛♠♣❧❡ σ
2(t)
b ❢r♦♠ t❤❡ ♣❞❢ ✭✶✳✻✽✮✳
✶✶✿ ❙❛♠♣❧❡ w(t) ❢r♦♠ t❤❡ ♣❞❢ ✭✶✳✻✾✮✳
✶✷✿ ❡♥❞ ❢♦r
❆❧❣♦✳ ✶✳✺✿ ●✐❜❜s ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠
❙❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs σ2b ❛♥❞ w ▲♦♦❦✐♥❣ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✹✳✶✼✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ t❤❛t σ2b |b, γ, ν ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡✲❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
σ2b |b, γ, ν ∼ IG
(
n1
2
+ γ,
∑
n∈I1
b2n
2
+ ν
)
✭✶✳✻✽✮
✇✐t❤ I1 = {n|bn 6= 0}✱ n0 = ‖b‖0 ✭✇❤❡r❡ ‖·‖0 ✐s t❤❡ ℓ0 ♥♦r♠✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ b t❤❛t ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ ③❡r♦✮ ❛♥❞ n1 = N − n0✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❛♠♣❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
w|b ∼ Be(n1 + 1, n0 + 1). ✭✶✳✻✾✮
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❍▼❈ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✮ ✉s❡❞ t♦ s❛♠♣❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ✭✹✳✶✼✮ ❝♦♥s✐sts
♦❢ t❤❡ s✐① st❡♣s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦✳ ✶✳✺✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ st❡♣s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ N ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡❝t♦rs {zn}n=1,...,N ✱ t❤❡ N
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs {bn}n=1,...,N ❛♥❞ t❤❡ L r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs {mℓ,:}ℓ=1,...,L✳ ❆❢t❡r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ N▼❈ s❛♠♣❧❡s
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ▼▼❙❊ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s✱ ❛❢t❡r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❡r✐♦❞✹✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ st✉❞✐❡s
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳
✶✳✺✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✜rst ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ✉♥♠✐①✐♥❣ ✸ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢ s✐③❡
50 × 50 ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ R = 3 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t L = 207 ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡s❡
✹❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❡r✐♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐❛❣♥♦s❡s ✭❘♦❜❡rt ❛♥❞ ❈❡❧❧✐❡r✱
✶✾✾✽✮✳
✹✺
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐❜r❛r✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊◆❱■ s♦❢t✇❛r❡ ✭❘❙■ ✭❘❡s❡❛r❝❤ ❙②st❡♠s
■♥❝✳✮✱ ✷✵✵✸✮ ✭✐✳❡✳✱ ❣r❡❡♥ ❣r❛ss✱ ♦❧✐✈❡ ❣r❡❡♥ ♣❛✐♥t ❛♥❞ ❣❛❧✈❛♥✐③❡❞ st❡❡❧ ♠❡t❛❧✮✳ ❚❤❡ ✜rst s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ I1 ❤❛s ❜❡❡♥
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭▲▼▼✮✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡ I2 ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ PP◆▼▼ ❛♥❞ ❛ t❤✐r❞ ✐♠❛❣❡ I3 ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭●❇▼✮
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs an, n = 1, . . . , 2500 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛♥❞♦♠❧②
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ❜②
St =
{
a
∣∣∣∣∣0 < ar < 0.9,
R∑
r=1
ar = 1
}
. ✭✶✳✼✵✮
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ar < 0.9 ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ❆❧❧ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
✭✐✳✐✳❞✮ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 = 10−4✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ SNR ≃ 21❞❇ ❢♦r
t❤❡ t❤r❡❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐✳✐✳❞✳ t♦ ❢❛✐r❧② ❝♦♠♣❛r❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛ss✉♠✐♥❣ ✐✳✐✳❞✳ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞r❛✇♥ ✐♥ t❤❡ s❡t [0, 1] ❢♦r t❤❡ ●❇▼✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs bn, n = 1, . . . , N ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ t❤❡ s❡t [−0.3, 0.3] ❢♦r t❤❡ PP◆▼▼✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✻✿ ❆❜✉♥❞❛♥❝❡ ❘◆▼❙❊s ✭×10−2✮✿ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s✳
I1 I2 I3
✭▲▼▼✮ ✭PP◆▼▼✮ ✭●❇▼✮
▲▼▼
❙▲▼▼ 3.78 13.21 6.83
❯▲▼▼ 0.66 10.87 4.21
PP◆▼▼
❙PP◆▼▼ 4.18 6.04 4.13
❯PP◆▼▼ ✵✳✸✼ ✵✳✽✶ ✶✳✸✽
●❇▼ 4.18 11.15 5.02
❉✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
• ❚✇♦ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲▼▼✳ ❚❤❡ ✜rst str❛t❡❣② ❡①tr❛❝ts t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
❢r♦♠ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆✲❋■◆❉❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❲✐♥t❡r✱ ✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ✉s✐♥❣
t❤❡ ❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❍❡✐♥③ ❛♥❞ ❈✳✲■ ❈❤❛♥❣✱ ✷✵✵✶✮ ✭✐t ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❙▲▼▼✑ ❢♦r s✉♣❡r✈✐s❡❞ ▲▼▼✮✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ str❛t❡❣② ✐s ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
✭❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✮ ✭✐t ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❯▲▼▼✑ ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ▲▼▼✮✳
• ❚✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ PP◆▼▼✳ ❚❤❡ ✜rst str❛t❡❣② ✉s❡s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❊❊❆ st✉❞✐❡❞
❜② ❍❡②❧❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ PP◆▼▼ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹ ❢♦r
❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❙PP◆▼▼✑
✭s✉♣❡r✈✐s❡❞ PP◆▼▼✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ str❛t❡❣② ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❯PP◆▼▼✑
✭✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ PP◆▼▼✮✳
• ❚❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ●❇▼ ✐s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❊❊❆ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✭❍❡②❧❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❛♥❞ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮ ❢♦r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❘◆▼❙❊s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡s I1, . . . , I3 ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡s❡
r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❯PP◆▼▼ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ✭✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❘◆▼❙❊✮ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ✐♠❛❣❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❯▲▼▼ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ✐♠❛❣❡ I1✳
✭❛✮ I1
✭❜✮ I2 ✭❝✮ I3
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ N = 2500 ♣✐①❡❧s ✭❜❧✉❡ ❞♦ts✮ ♦❢ I1✱ I2 ❛♥❞ I3 ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ P❈❆✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ st❛rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛♥❞
t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❛r❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❍❡②❧❡♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✭r❡❞✮✳
❋✐❣✳ ✶✳✶✵ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r s✐♠♣❧❡①❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❍❡②❧❡♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✭❍❡②❧❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ✭❜❧❛❝❦✮ ✭✉s❡❞
t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♣r✐♦r✮ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✭r❡❞✮ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✭❣r❡❡♥ st❛rs✮✳ ❋♦r
✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ t❤r❡❡
✜rst ❛①❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡s❡ ✜❣✉r❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
♣r♦✈✐❞❡s ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ✐♠❛❣❡s I1 t♦ I3✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s ✐♥
t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s Y ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❍❡②❧❡♥✬s ♠❡t❤♦❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r ✭✶✳✹✺✮ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs mr t♦
❞❡♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥s m¯r ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❣❧❡ ♠❛♣♣❡r ✭❙❆▼✮ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❙❆▼ = ❛r❝❝♦s
( 〈mˆr,mr〉
‖mˆr‖ ‖mr‖
)
✭✶✳✼✶✮
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
✇❤❡r❡ mr ✐s t❤❡ rt❤ ❛❝t✉❛❧ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❛♥❞ mˆr ✐ts ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r |❙❆▼|✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡♥❞♠❡♠✲
❜❡rs t♦ t❤❡✐r ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✼ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❚❤✐s t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❯PP◆▼▼ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t❡s t❤❛♥ t❤❡
♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ PP◆▼▼ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♠✐s✲s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❯▲▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ❯PP◆▼▼ ♣r♦✈✐❞❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✭✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❙❆▼s✮ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ I1 ❣❡♥❡r❛t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲▼▼✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✼✿ ❙❆▼s ✭×10−2✮✿ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s✳
◆✲❋✐♥❞r ❯▲▼▼ ❍❡②❧❡♥ ❯PP◆▼▼
I1
m1 5.68 0.95 6.42 ✵✳✷✼
m2 5.85 ✵✳✸✷ 7.46 0.36
m3 3.31 0.30 5.26 ✵✳✷✼
I2
m1 9.27 9.68 6.71 ✵✳✺✾
m2 8.58 8.67 11.80 ✵✳✸✽
m3 4.47 6.34 4.98 ✵✳✷✻
I3
m1 7.35 3.42 6.48 ✶✳✺✵
m2 10.68 ✸✳✶✸ 11.88 3.22
m3 4.34 7.44 3.20 ✵✳✽✺
❚❛❜❧❡ ✶✳✽ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❆❘❊s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❆❘❊s ❛r❡
❝❧♦s❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❝❛♥ ✈❛r② ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡
✶✳✻✮✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ PP◆▼▼ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❆❘❊✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✽✿ ❆❘❊s ✭×10−2✮✿ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s✳
I1 I2 I3
✭▲▼▼✮ ✭PP◆▼▼✮ ✭●❇▼✮
▲▼▼
❙▲▼▼ 1.04 1.74 15.16
❯▲▼▼ ✵✳✾✾ 1.43 1.07
PP◆▼▼
❙PP◆▼▼ 1.26 1.27 1.31
❯PP◆▼▼ ✵✳✾✾ ✵✳✾✾ ✵✳✾✾
●❇▼ 1.27 1.64 1.33
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ PP◆▼▼ ✐s ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t②✴♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✈✐❛ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r bn✳ ❋✐❣✳ ✶✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ✐♠❛❣❡s I1 t♦ I3 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❯PP◆▼▼✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s
t❤❛t t❤❡ ❯PP◆▼▼ ❝❧❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ I1 ✇❤❡r❡❛s ♠♦r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s
❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s I2 ❛♥❞ I3✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❋✐❣✳ ✶✳✶✶ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ I3 ✭●❇▼✮ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❡ss s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ I2 ✭PP◆▼▼✮ ❢♦r ❛ s❛♠❡
s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭SNR ≃ 21❞❇✮✳
❚❤❡ ♥❡①t s❡t ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❯PP◆▼▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs
✹✽
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs bn ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡s I1 ✭❧❡❢t✮✱ I2 ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ I3
✭r✐❣❤t✮✳
♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✭R ∈ {4, 5, 6}✮ ❜② ✉♥♠✐①✐♥❣ t❤r❡❡ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢ N = 2500 ♣✐①❡❧s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
PP◆▼▼✳ ❚❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐❜r❛r✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ❆❝t✉❛❧ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✭❜❧✉❡ ❞♦ts✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❍❡②❧❡♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✭❜❧❛❝❦
❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❯PP◆▼▼ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ R = 6 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳
t❤❡ ❊◆❱■ s♦❢t✇❛r❡ ✭❘❙■ ✭❘❡s❡❛r❝❤ ❙②st❡♠s ■♥❝✳✮✱ ✷✵✵✸✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs an, n = 1, . . . , N
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t ✭✶✳✼✵✮✳ ❆❧❧ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ σ2 = 10−4✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bn
❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞r❛✇♥ ✐♥ t❤❡ s❡t [−0.3, 0.3]✳ ❚❛❜❧❡s ✶✳✾ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❡r♠
✹✾
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❛✈❡r❛❣❡ ❙❆▼s ♦❢ t❤❡ R ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✮✱ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ R ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭t❤✐s
✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✈❛r✐❛♥❝❡s ✉s✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❍❡②❧❡♥✬s ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✶✳✶✷ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ R = 6
❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✾✿ ❯♥♠✐①✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✿s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s✳
R = 4 R = 5 R = 6
❆✈❡r❛❣❡ ❙❆▼s ✭×10−2✮
❙PP◆▼▼ 7.76 10.78 18.53
❯PP◆▼▼ ✵✳✹✼ ✵✳✽✶ ✶✳✵✾
❘◆▼❙❊s ✭×10−2✮
❙PP◆▼▼ 7.58 10.95 16.52
❯PP◆▼▼ ✵✳✼✽ ✶✳✷✸ ✶✳✹✼
❆❘❊s ✭×10−2✮
❙PP◆▼▼ 1.36 1.46 1.64
❯PP◆▼▼ ✵✳✾✾ ✵✳✾✾ ✵✳✾✾
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ ❚♦♣✿ r❡❛❧ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ▼❛❞♦♥♥❛ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❍②s♣❡① ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ s❝❛♥♥❡r ♦✈❡r
❱✐❧❧❡❧♦♥❣✉❡✱ ❋r❛♥❝❡✳ ❇♦tt♦♠✿ ❙❝❡♥❡ #1 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❙❝❡♥❡ #2 ✭r✐❣❤t✮ s❤♦✇♥ ✐♥ tr✉❡ ❝♦❧♦rs✳
❚❤❡ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ✷✵✶✵ ❜② t❤❡ ❍②s♣❡① ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ s❝❛♥♥❡r ♦✈❡r ❱✐❧❧❡❧♦♥❣✉❡✱
❋r❛♥❝❡ ✭00◦03✬❲ ❛♥❞ 42◦57✬◆✮✳ L = 160 s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ t♦ ♥❡❛r ✐♥❢r❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❛t✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 0.5♠✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✭❙❤❡❡r❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❢♦r❡st❡❞
✺✵
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❛♥❞ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛s✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ✭❙❤❡❡r❡♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶✮✳ ❚✇♦ s✉❜✲✐♠❛❣❡s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s s❝❡♥❡ #1 ❛♥❞ s❝❡♥❡ #2 ✭♦❢ s✐③❡ 31 × 30 ❛♥❞ 50 × 50 ♣✐①❡❧s✮ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❤❡r❡ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✸ ✭❜♦tt♦♠ ✐♠❛❣❡s✮✳ ❚❤❡ s❝❡♥❡ #1 ✐s ♠❛✐♥❧②
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ r♦❛❞✱ ❞✐t❝❤ ❛♥❞ ❣r❛ss ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ s❝❡♥❡ #2 ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s✐♥❝❡ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s s❤❛❞♦✇❡❞ ♣✐①❡❧s✳ ❋♦r t❤✐s
✐♠❛❣❡✱ s❤❛❞♦✇ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❞♠❡♠❜❡r✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ R = 4 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ✐✳❡✳✱ tr❡❡✱ ❣r❛ss✱ s♦✐❧ ❛♥❞
s❤❛❞♦✇✳
❚❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ◆✲❋■◆❉❘✱ t❤❡ ❯▲▼▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✮ ❛♥❞ ❍❡②❧❡♥✬s ♠❡t❤♦❞
✭❍❡②❧❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ✇✐t❤ R = 3 ✭r❡s♣✳ R = 4✮ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❡ #1 ✭r❡s♣✳ s❝❡♥❡ #2✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❯PP◆▼▼ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✹ ✭r❡s♣✳ ❋✐❣✳ ✶✳✶✺✮✳ ❋♦r t❤❡ s❝❡♥❡ #1✱ t❤❡ ❢♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s
♣r♦✈✐❞❡ s✐♠✐❧❛r ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t❡s ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s❤❛❞♦✇ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❡ #2✳ ❚❤❡
◆✲❋■◆❉❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❍❡②❧❡♥✬s ♠❡t❤♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛s t❤❡ ♣✉r❡st ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭❛s ✐t ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ s❤❛❞♦✇❡❞ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡ #2✮✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ❯▲▼▼ ❛♥❞ ❯PP◆▼▼ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s s❡❡♠
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t s❤❛❞♦✇ s♣❡❝tr❛ ✭♦❢ ❧♦✇❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ❚❤❡ R = 3 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ◆✲❋✐♥❞r ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮✱ ❯▲▼▼ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s✮✱ ❍❡②❧❡♥✬s
♠❡t❤♦❞ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❯PP◆▼▼ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❡ #1✳
❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❡ #1 ✭r❡s♣✳ s❝❡♥❡ #2✮✱ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❯▲▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ❯PP◆▼▼
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✻ ✭r❡s♣✳ ❋✐❣✳ ✶✳✶✼✮✳ ❚❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❯PP◆▼▼ ❛r❡
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❯▲▼▼✳
✺✶
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ ❚❤❡ R = 4 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ◆✲❋✐♥❞r ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮✱ ❯▲▼▼ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s✮✱ ❍❡②❧❡♥✬s
♠❡t❤♦❞ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❯PP◆▼▼ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❡ #2✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✿ ❆❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙▲▼▼✱ t❤❡ ●❇▼ ❛♥❞ t❤❡ ❯PP◆▼▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡
s❝❡♥❡ #1✳
✺✷
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✿ ❆❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙▲▼▼✱ t❤❡ ●❇▼ ❛♥❞ t❤❡ ❯PP◆▼▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡
s❝❡♥❡ #2✳
❋✐❣✳ ✶✳✶✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛♣s ♦❢ bn ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡ #1✱ ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ ❣r❛ss✲♣❧❛♥t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✭♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✮ ❛♥❞ ♥❡❛r t❤❡ ❞✐t❝❤
✭♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❧✐❡❢✮✳ ❋♦r t❤❡ s❝❡♥❡ #2✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ s❤❛❞♦✇❡❞ ♣✐①❡❧s✳
❋✐❣✳ ✶✳✶✾ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❯PP◆▼▼ ❢♦r t❤❡ t✇♦ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s
❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❍②❙✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ❛♥❞ ◆❛s❝✐♠❡♥t♦✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ❍②❙✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ss✉♠❡s ❛❞❞✐t✐✈❡
♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✶✳✶✾ ✜rst s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦✈✐❞❡s s✐♠✐❧❛r ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢
♥♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ♥♦✐s❡ ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s s✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❢♦r
t❤❡ t✇♦ ✐♠❛❣❡s✳
✭❛✮ ❙❝❡♥❡ #1 ✭❜✮ ❙❝❡♥❡ #2
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✿ ▼❛♣s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r bn ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❯PP◆▼▼ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s✳
✺✸
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾✿ ◆♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❯PP◆▼▼ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❍②s✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❜❧✉❡✮ ❢♦r t❤❡
s❝❡♥❡ #1 ✭t♦♣✮ ❛♥❞ t❤❡ s❝❡♥❡ #2 ✭❜♦tt♦♠✮✳
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✜♥❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❆❘❊s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦
r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ❆❘❊s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✻ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ♦t❤❡r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡
t✇♦ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❯▲▼▼ ❛♥❞ ❯PP◆▼▼✮ ♣r♦✈✐❞❡ s♠❛❧❧❡r ❆❘❊s t❤❛♥ t❤❡ ❙❯ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞
✐♥t♦ t✇♦ st❡♣s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❥♦✐♥t ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✵✿ ❆❘❊s ✭×10−2✮✿ ❘❡❛❧ ✐♠❛❣❡✳
❙❝❡♥❡ #1 ❙❝❡♥❡ #2
▲▼▼
❙▲▼▼ 1.53 1.04
❯▲▼▼ 1.11 ✵✳✽✽
PP◆▼▼
❙PP◆▼▼ 1.50 1.17
❯PP◆▼▼ ✶✳✵✽ 0.89
●❇▼ 1.72 1.25
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
✶✳✺✳✸ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧
✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✇❡r❡
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ▼▼❙❊ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢
t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ s❛♠♣❧❡r✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐✳❡✳✱ ✐ts ✢❡①✐❜✐❧✐t② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚✇♦
s❝❡♥❛r✐♦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡
❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤r❡❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤
▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇❡❞ s❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ t❤❡♥
✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t♦rs✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❡st✐♠❛t❡s✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t✇♦ ▲❙ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡
❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐ss✉❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧②
♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❢✉❧❧② ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ PP◆▼▼ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❡st✐♠❛t❡❞ ❥♦✐♥t❧② t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡✳
❚❤❡ ❥♦✐♥t ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❛♥❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s✱ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞
♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ q✉❛♥t✐❢② ♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧
✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲▼▼ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ❡q✉❛❧s ③❡r♦✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ✉s❡ t❤✐s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ❢r♦♠
❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐ss✉❡ ❢♦r ❛ ❞❡❡♣❡r s❝❡♥❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉s✐♥❣ t❤❡
PP◆▼▼✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳
❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡
❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s ♦❢
❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❋♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s✱ ♦t❤❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❤✐❣❤❧② ✢❡①✐❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❞✐✛❡r❡♥t
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r ❙❯ ✭❇r♦❛❞✇❛t❡r ❛♥❞ ❇❛♥❡r❥❡❡✱ ✷✵✵✾❀ ❇r♦❛❞✇❛t❡r
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✮✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r st✉❞✐❡s ❛ ♥❡✇ ❦❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❙❯✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳
▼❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❆ ♥❡✇ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❧✐♥❡❛r✴♥♦♥❧✐♥❡❛r
❙❯✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✇❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ s✐♠♣❧❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs t♦ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r✳ ❙❯ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛♥❞ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣✳ ❊✣❝✐❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡
❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✭❛♥❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞✮✳
✺✻
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
✶✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣♦st✲♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡
❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❉❡✉① s❝é♥❛r✐♦s ♦♥t été ♣rés❡♥tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✲
t✉r❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé tr♦✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
❞é♠é❧❛♥❣❡ ♣♦✉r ❧✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡
❜❛②és✐❡♥ ♣r♦♣♦sé✱ ❝♦✉♣❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❞✬✐♥térêt✳ ❈❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❜❛②és✐❡♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ t♦✉t ❡♥ ♦✛r❛♥t
❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ♣r♦❝é✲
❞✉r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱ ♦✛r❛♥t ❞❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛②és✐❡♥✳
▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥
❞✐✣❝✐❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
PP◆▼▼✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛②és✐❡♥ ❡st✐♠❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
♠é❧❛♥❣❡✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣✐①❡❧ ♣✉r ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à ❣é♥ér❡r ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈ st❛♥❞❛r❞s t❡❧s
q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ à ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡✣❝❛❝❡s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r
❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡✳
■❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé s❡ ré❞✉✐t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡
♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❡st é❣❛❧ à ③ér♦✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ♣❛r❛ît ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✱ s✉❥❡t q✉✐ s❡r❛ ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✐①❡❧s
rés✉❧t❛♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡✳
▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ❢♦♥❞és s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡
✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡
♠♦❞è❧❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ♣♦st✲♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t
q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ P♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦ù ❧❡s ♣✐①❡❧s ♦❜s❡r✈és ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ♣♦st✲♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞✬êtr❡ très ✢❡①✐❜❧❡
♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❡t ♦♥t ❞é❥à ❞♦♥♥é ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧
✭❇r♦❛❞✇❛t❡r ❛♥❞ ❇❛♥❡r❥❡❡✱ ✷✵✵✾❀ ❇r♦❛❞✇❛t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✮✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ét✉❞✐❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦②❛✉① ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❛♥s ❞é♣❡♥❞r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❧✉s s♦✉♣❧❡✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠❛❥❡✉r❡s✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ♣♦st✲♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❛ été ♣r♦♣♦sé
♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ✉♥
♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés s✐♠♣❧❡ q✉✐ s❡r❛ ét✉❞✐é
❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ❡t ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé✳ ❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡✣❝❛❝❡s ❜❛sés s✉r ❞❡s
✺✼
❈❤❛♣t❡r ✶✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ à ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❧♦rsq✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s ✭❡t ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ❡st✐♠é❡s✮✳
✺✽
❈❤❛♣t❡r ✷
❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣
●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❥♦✉r♥❛❧ ♣❛♣❡r ❆❧t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❛✮ ✭♣✉❜❧✐s❤❡❞✮✳
❈♦♥t❡♥ts
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✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ à ♥♦②❛✉ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡
❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦st✲♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r
❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ r❡❧✐❛♥t ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ❡t ❧❡✉rs ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s
✺✾
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❛✉① ♣✐①❡❧s ♦❜s❡r✈és✳ ■❧ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡
❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s à ❡st✐♠❡r✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥ ❞❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛t❡♥t❡ ♣r♦♣♦sé ❡st q✉✬✐❧ ♥❡ r❡♣♦s❡ ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s
s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✱ ♠❛✐s s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st ❡st✐♠é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ PP◆▼▼✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s
à ♥♦②❛✉① ♦♥t été ✐♥t❡♥s✐✈❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à
♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❇r♦❛❞✇❛t❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❡t ❇r♦❛❞✇❛t❡r ❛♥❞ ❇❛♥❡r❥❡❡ ✭✷✵✵✾✮ r❡♠♣❧❛❝❡♥t
❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❞❡s ♥♦②❛✉① ❛✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❋❈▲❙ ✭❍❡✐♥③ ❛♥❞ ❈✳✲■ ❈❤❛♥❣✱ ✷✵✵✶✮ ❡♥ ❑❡r♥❡❧✲❋❈▲❙ ✭❑✲❋❈▲❙✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑✲❋❈▲❙ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s
❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs s♦♥t ❝♦♥♥✉s ❡t rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♣r♦❥❡t❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✮ ❡t ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡s♣❛❝❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑✲❋❈▲❙ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✭❑✲P❈❆✮ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts✳ P❤②s✐q✉❡♠❡♥t✱ ♠♦❞❡❧✐s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ r❡♥tr❡♥t ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
♠é❧❛♥❣❡s ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♥✬❡st ♣❛s ✐♥t✉✐t✐❢✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✐❧ ♣❛r❛✐t ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❣é♥ér❛t✐❢s q✉✐ r❡❧✐❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ à ❧❡✉r s♣❡❝tr❡ ❛ss♦❝✐é✳ ❉❡ t❡❧s ♠♦❞è❧❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡
❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
yn ≈ ϕM(an,θn)
♦ù ϕM(·) ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✮ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ an ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❞✉ n✐è♠❡ ♣✐①❡❧ ❡t θn ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉ n✐è♠❡ ♣✐①❡❧✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér❛t✐❢s ♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ✭❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s✮ ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳
P♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✈✐✈❡♥t s♦✉✈❡♥t s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞♦♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st
étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐s❡♠❡♥t✱ ❞✉❡ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬é❣❛❧✐té
✭s♦♠♠❡✲à✲✉♥✮ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐été ❡st s♦✉✈❡♥t (R− 1)✱ ♦ù R ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❝❡tt❡ ✈❛r✐été ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (R − 1)✱
❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱
❝❡tt❡ ✈❛r✐été ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛♥s ❜r✉✐t✮ ✈✐✈❡♥t s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ✭❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✮ ❡t q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉r ❝❡tt❡ ✈❛r✐été ❞é♣❡♥❞ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s ♠❛tér✐❛✉①✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♣r♦♣♦sé s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ❞✐t❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱
❝♦♥s✐st❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ ✈❛r✐été s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✈✐✈❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t à ❡st✐♠❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣✐①❡❧s ♦❜s❡r✈és s✉r ❝❡tt❡
✈❛r✐été ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s à
❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❡t r❡❧✐é❡s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣ré❞✐r❡ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s
❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé ♣r♦♣♦sé ❡st
❝♦♠♣❛ré à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉r ❞♦♥♥é❡s
s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s✳ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ q✉❛♥❞ s❡✉❧ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡st ❝♦♥♥✉✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ♥✬②
❛ ♣❛s ❞❡ ♣✐①❡❧ ♣✉r ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳
✻✵
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
✷✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❦❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡
♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡
❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❆s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❧❛t❡r
✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ❡①♣❧✐❝✐t❧②
♦♥ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐①✱ ❜✉t ♦♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥st❡❛❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♥✈❡rs❡❧② t♦
t❤❡ PP◆▼▼✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❦❡r♥❡❧
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❑❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❢♦r t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t②
t♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡① ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ❇r♦❛❞✇❛t❡r ❛♥❞ ❇❛♥❡r❥❡❡ ✭✷✵✵✾✮❀ ❇r♦❛❞✇❛t❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ✐♥♥❡r
♣r♦❞✉❝ts ✉s❡❞ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❙❯ ❜② ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❍❡✐♥③ ❛♥❞ ❈✳✲■ ❈❤❛♥❣✱
✷✵✵✶✮✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❑❡r♥❡❧✲❋❈▲❙ ✭❑✲❋❈▲❙✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❑✲❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡
❦♥♦✇♥ ❛♥❞ s♦❧✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠
min
an
(φ(yn)− R∑
r=1
ar,nφ(mr)
)T (
φ(yn)−
R∑
r=1
ar,nφ(mr)
) ✭✷✳✶✮
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs an✱ ❢♦r n = 1, . . . , N ✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ φ(·) ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ L✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s yn s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❡t (φ(yn))n=1,...,N ❧✐❡s
✐♥t♦ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ✇❤♦s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ✭♠✉❝❤✮ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ L ✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ✭✷✳✶✮ ❝♦♥✲
s✐sts ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ✇❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
φ(m1), . . . , φ(mR)✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❑✲❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ ❑✲❋❈▲❙ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✳
❋✐❣✳ ✷✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❑✲❋❈▲❙ ♠❡t❤♦❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r R = 3 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❚❤❡ ❑✲❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞
✻✶
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❛s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❑❡r♥❡❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✭❑P❈❆✮✱ ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ✉s✐♥❣
an ≈ ϕM(yn)
✇❤❡r❡ ϕM(·) ✐s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐① M t❤❛t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣
❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ P❤②s✐❝❛❧❧②✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❜② s❡tt✐♥❣ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ t❤❡
❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ✐s ♥♦t ✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐t s❡❡♠s ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛ss✉♠❡ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐①❡❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✮ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ ♠❛♣♣✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
yn ≈ ϕM(an,θn) ✭✷✳✷✮
✇❤❡r❡ θn ❝♦♥t❛✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ nt❤ ♣✐①❡❧✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡
❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❛s ✭✷✳✷✮ ✇❤❡r❡ θn ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐①t✉r❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ R = 3 ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲▼▼
✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❋▼ ✭r✐❣❤t✮✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ P❈❆✳
❋♦r ❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ R ♠❛t❡r✐❛❧s ✭✐♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❝❛s❡✮✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥ (R− 1)✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞s ✭s✉❝❤ ❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
✭P❈❆✮✮ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷ ✭❧❡❢t✮✮✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s ♦❝❝✉r✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✉❜s♣❛❝❡
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ♠✐①❡❞
♣✐①❡❧s st✐❧❧ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥ (R − 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇❤❡♥ R ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s✳ ❚❤✐s
♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✭❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❧✐♥❡❛r ✭❢♦r ❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞
♣✐①❡❧s✮ ♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✐♥t✐♠❛t❡
♠✐①t✉r❡s ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❋▼ ✭❋❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷ ✭r✐❣❤t✮✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡
♠❛♣♣✐♥❣ ✭✷✳✷✮ r❡❞✉❝❡s t♦
yn ≈ g(an). ✭✷✳✸✮
✇❤❡r❡ g(·) ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r✴♥♦♥❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♠♣❧✐❝✐t❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐① M✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✭▲❱▼✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡✱
✻✷
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❝♦♥tr❛r② t♦ ❑P❈❆✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ✉s✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✷✳✸✮✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡ ❑✲❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞
✉♥♠✐①✐♥❣✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ♦♥❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❦♥♦✇♥✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ g(·) ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ✐♥ ✭✷✳✸✮ ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡
♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲❱▼s ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✳
✷✳✸ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ N ♣✐①❡❧s✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ R ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ L s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡✲
♥✐❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❡♥t❡r❡❞✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ N ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✐①❡❧s ❤❛s ❜❡❡♥
s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧✳ ❚❤❡ L✲s♣❡❝tr✉♠ yn = [y1,n, . . . , yL,n]T ♦❢ t❤❡ nt❤ ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧ ✭n = 1, . . . , N✮
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r an = [a1,n, . . . , aR,n]T ❛s ❢♦❧❧♦✇s
yn = g (an) + en, n = 1, . . . , N ✭✷✳✹✮
✇❤❡r❡ g : RR → RL ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r en ✐s ❛♥ ✐✳✐✳❞✳ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✱ ✐✳❡✳✱ en ∼ N
(
en|0L, σ2■L
)
, n = 1, . . . , N ✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♠❛♣♣✐♥❣ ✭✷✳✹✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ s♣❛❝❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥
yn = W0ψ [an] + en, n = 1, . . . , N ✭✷✳✺✮
✇❤❡r❡ ψ : RR → RD✱W0 ✐s ❛♥ L×D ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ D ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ψ [an] , n = 1, . . . , N ✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣② r❡❧✐❡s
♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
ψ : RR → RD
a 7→ ψ [a] = [a1, . . . , aR, a1a2 . . . , aR−1aR]T , ✭✷✳✻✮
✇✐t❤D = R(R+1)/2✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ ❢r♦♠ ✭✷✳✺✮ ❛♥❞ ✭✷✳✻✮ t❤❛tW0 ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ R s♣❡❝tr❛m1, . . . ,mR ♦❢ t❤❡
♣✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ R(R− 1)/2 ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ tR+1, . . . , tD ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
✻✸
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
✐✳❡✳✱ W0 = [m1, . . . ,mR, tR+1, . . . , tD]✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❦✐♥❞ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ar, r = 1, . . . , R✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤✐s ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮ ❢♦r
ti+j = γi,jmi ⊙mj , ∀j > i, ✭✷✳✼✮
❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ▲▼▼✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ψ✳
❉✉❡ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r an s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
R∑
r=1
ar,n = 1, ar,n ≥ 0, ∀r ∈ {1, . . . , R} . ✭✷✳✽✮
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ψ ✐s ✜①❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ L×D s♣❡❝tr✉♠
♠❛tr✐①W0✱ t❤❡ R×N ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① A = [a1, . . . ,aN ] s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✷✳✺✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✳✽✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡
✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✳
✭❛✮ LMM ✭❜✮ FM
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐①❡❧s ✭❜❧✉❡ ❞♦ts✮ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲▼▼ ✭❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❋▼ ✭❜✮ ❛♥❞
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✳✽✮ ❢♦r t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✱ ✐t
✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡① ✇❤♦s❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❋✐❣✳ ✷✳✹ ✭❧❡❢t✮ s❤♦✇s t✇♦
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡ts ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✭✐✳❡✳✱ {m1,m2,m3} ❛♥❞ {m∗1,m∗2,m∗3}✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s
✭❜❧✉❡ ❞♦ts✮✳ ❲❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡① ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈♦❧✉♠❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛
✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ s❡t {m1,m2,m3} ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✮✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ♦❝❝✉♣② t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✽✮✳ ❋✐❣✳ ✷✳✹ ✭r✐❣❤t✮ s❤♦✇s ❛ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s ❞✐str✐❜✉t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❋▼ ✭❋❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ❢♦r R = 3 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❚❤❡ s❡ts {m1,m2,m3} ❛♥❞ {m∗1,m∗2,m∗3} ✭❛♥❞ t❤❡
t✇♦ s❡ts ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✮ ❛r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❝❛s❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ str❛t❡❣② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♦❝❝✉♣②
t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✽✮ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs m1,m2 ❛♥❞m3✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s t♦ ♦❝❝✉♣② t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r
✻✹
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
✉♥♠✐①✐♥❣ ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✮ t❤❛t ❢♦r ❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣✱ ❛ss✐❣♥✐♥❣
❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✽✮ ❢♦r t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❢❛✈♦rs t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s t♦ ♦❝❝✉♣② ❛ ❧❛r❣❡
✈♦❧✉♠❡ ✐♥ ✭✷✳✽✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ♣r✐♦r ❝❛♥ ❜❡ t♦♦ ✉♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣✳
❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡❧❛① t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A ❛♥❞
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❋♦r ❡❛s❡ ♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ R × 1 ✈❡❝t♦rs s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡
s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t
R∑
r=1
xr,n = 1, n = 1, . . . , N ✭✷✳✾✮
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s xn = [x1,n, . . . , xR,n]T , n = 1, . . . , N ✳ ❘❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✶✮ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❛♥❞
✷✮ s❝❛❧✐♥❣ s✉❜s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ r❡❝♦✈❡r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♦❝❝✉♣②✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡✜♥❡❞
❜② ✭✷✳✽✮✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✺✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥
♠♦❞❡❧ ❢♦r ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ●P▲❱▼s✳
✷✳✹ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧
●P▲❱▼s ✭▲❛✇r❡♥❝❡✱ ✷✵✵✸✮ ❛r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t r❡✇r✐t❡ t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✹✮ ❛s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
yn = Wψ [xn] + en, n = 1, . . . , N ✭✷✳✶✵✮
✇❤❡r❡ ψ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✻✮✱W = [w1, . . . ,wL]T ✐s ❛♥ L×D ♠❛tr✐① ✇✐t❤wℓ = [wℓ,1, . . . , wℓ,D]T ✱ ❛♥❞D = R(R+1)/2✳
◆♦t❡ t❤❛t ❢r♦♠ ✭✷✳✺✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✵✮ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢W s♣❛♥ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❛s t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢W0✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡
❝♦❧✉♠♥s ♦❢W ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢W0✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✇❤❡♥W ✐s
❢✉❧❧ r❛♥❦✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢
✐♥t❡r❡st ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❋✐❣s✳ ✷✳✺ ❛♥❞ ✷✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs t♦ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✺✳ ❚❤❡ D × 1 ✈❡❝t♦rs ψ [xn] ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ψx(n) ✐♥ t❤❡
s❡q✉❡❧✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ✈❡❝t♦rs t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s✳
✻✺
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧②
♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭R = 3✮✳
❆ss✉♠✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐❦❡✲
❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ L×N ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Y = [y1, . . . ,yN ]
Y|W,X, σ2 ∼
N∏
n=1
N (yn|Wψx(n), σ2■L) ✭✷✳✶✶✮
✇❤❡r❡ X = [x1, . . . ,xN ] ✐s t❤❡ R×N ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛tr✐①✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t
♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s
Y|W,X, σ2 ∼
L∏
ℓ=1
N (yℓ,:|Ψxwℓ, σ2■L) ✭✷✳✶✷✮
✇❤❡r❡ Y = [y1,:, . . . ,yL,:]T ✭yℓ,: ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ℓt❤ r♦✇ ♦❢ Y✮ ❛♥❞ Ψx = [ψx(1), . . . ,ψx(N)]
T ✐s ❛♥ N×D ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡
✐❞❡❛ ♦❢ ●P▲❱▼s ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r W ❛s ❛ ♥✉✐s❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r t♦ W ❛♥❞ t♦ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡
t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭✷✳✶✶✮ ♦✈❡r W✱ ✐✳❡✳✱
f(Y|X, σ2) =
∫
f(Y|W,X, σ2)f(W)dW ✭✷✳✶✸✮
✇❤❡r❡ f(W) ✐s t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢W✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ X ❛♥❞ σ2 ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✭✷✳✶✸✮
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ✭▼▲❊✮ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ f(X, σ2)✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ♣r✐♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ W ❛♥❞ (X, σ2)✱ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥
f(X, σ2|Y) ∝
∫
f(Y|W,X, σ2)f(W)f(X, σ2)dW
∝ f(X, σ2)
∫
f(Y|W,X, σ2)f(W)dW
∝ f(Y|X, σ2)f(X, σ2) ✭✷✳✶✹✮
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✭✇✳r✳t✳✮ (X, σ2)✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ (X, σ2)✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤
❞✐s❝✉ss❡s ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♠❛r❣✐♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭✷✳✶✷✮ ✇✳r✳t✳ W✳
✻✻
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
✷✳✹✳✶ ▼❛r❣✐♥❛❧✐③✐♥❣ W
■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✭✷✳✶✸✮ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r f(W)✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r✐♦r ❢♦rW ❢❛✈♦rs ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱
✐✳❡✳✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛tr✐① X ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ✭✷✳✶✹✮✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ●P▲❱▼s
❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✭▲❛✇r❡♥❝❡✱ ✷✵✵✸✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦rs
❢♦r w1, . . . ,wL✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
f(W) =
(
1
2π
)DL
2
L∏
ℓ=1
exp
[
−1
2
‖wℓ‖2
]
. ✭✷✳✶✺✮
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❙❯✳ ❋✐rst✱ ❊q✳ ✭✷✳✶✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
❧❛t❡♥t s♣❛❝❡✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ✭✷✳✾✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♣r✐♦r ✭✷✳✶✺✮ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ W ✭❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✮ ❛r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ●❛✉ss✐❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r r❡❛❧ s♣❡❝tr❛ ✐♥ ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆ ♠♦r❡
s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ✭✐♥t❡r✲s♣❡❝tr❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮ ❛♥❞
r♦✇s ✭✐♥t❡r✲❜❛♥❞s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮ ♦❢ W ✉s✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ♦r ❡st✐♠❛t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧♦s❡ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡r②✳ ❙tr✉❝t✉r❡❞
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ●P ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ✈❡❝t♦r✲✈❛❧✉❡❞ ❦❡r♥❡❧s ✭❇♦♥✐❧❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮
✭s❡❡ ✭➪❧✈❛r❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ❢♦r ❛ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✉s✉❛❧❧②
r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛♥ NL ×NL ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✶✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❢♦r ❙❯ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s s✐♥❝❡ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❙♣❛rs❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
✭s❡❡ ✭◗✉✐ñ♦♥❡r♦✲❝❛♥❞❡❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮ ❢♦r ❛ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡❧② ♦♥ t❤❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ N ×N ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❤❛t ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s
t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛♥ D ×D ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
✷✳✹✳✷ ❙✉❜s♣❛❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✭✷✳✶✵✮ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ D✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ t❤❛t ✐s s♣❛♥♥❡❞
❜② t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ W✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① W
✇❤✐❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞
❜② W ✐♥st❡❛❞ ♦❢ W ✐ts❡❧❢✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ W ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
W = PUT ✭✷✳✶✻✮
✇❤❡r❡ P = [p1, . . . ,pL]T ✐s ❛♥ L × D ♠❛tr✐① ✭pℓ ✐s D × 1 ✈❡❝t♦r✮ ✇❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ♦❢
t❤❡ D✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ W ❛♥❞ U = [u1, . . . ,uD]T ✐s ❛
D ×D ♠❛tr✐① t❤❛t s❝❛❧❡s t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ P✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡s s♣❛♥♥❡❞ ❜② P ❛♥❞ W ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❤❡♥ W
✐s ❢✉❧❧ r❛♥❦✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❢✉❧❧ r❛♥❦ ♠❛tr✐① U✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭✷✳✶✷✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s
Y|P,U,X, σ2 ∼
L∏
ℓ=1
N (yℓ,:|Cpℓ, σ2■L) ✭✷✳✶✼✮
✇❤❡r❡ C = ΨxU ✐s ❛♥ N × D ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ P ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s f(P)✮ ❛♥❞ t♦ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡ P ❢r♦♠ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
✶❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✳
✻✼
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
■t ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ f(P) t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s
t❤❛♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r f(W) s✐♥❝❡ P ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② W✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ ❡❛s✐❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✭❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✮✳
✷✳✹✳✸ P❛r❛♠❡t❡r ♣r✐♦rs
●P▲❱▼s ❝♦♥str✉❝t ❛ s♠♦♦t❤ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛t❡♥t s♣❛❝❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡s ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t✐❡s
✭▲❛✇r❡♥❝❡ ❛♥❞ ◗✉✐ñ♦♥❡r♦ ❈❛♥❞❡❧❛✱ ✷✵✵✻✮✳ ■♥ t❤❡ ❙❯ ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ♣✐①❡❧s t❤❛t ❛r❡ s♣❡❝tr❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t
❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤✉s ❞✐✛❡r❡♥t ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ✐s ❛❧s♦
✐♥t❡r❡st✐♥❣✿ s♣❡❝tr❛❧❧② ❝❧♦s❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤✉s s✐♠✐❧❛r ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜❛❝❦✲❝♦♥str❛✐♥ts ✭▲❛✇r❡♥❝❡ ❛♥❞ ◗✉✐ñ♦♥❡r♦
❈❛♥❞❡❧❛✱ ✷✵✵✻✮✱ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭❲❛♥❣ ❛♥❞ ❈✳✲■ ❈❤❛♥❣✱ ✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭▲▲❊✮ ✭❯rt❛s✉♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼✮✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ✉s❡ ▲▲❊ t♦ ❛ss✐❣♥ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r✐♦r t♦ X✳ ❋✐rst✱ t❤❡ K ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs {yj}j∈νi ♦❢
❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r yi ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞✐❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✭νi ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs j s✉❝❤ t❤❛t yj ✐s ❛
♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ yi✮✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐① ΛLLE = [λi,j ] ♦❢ s✐③❡ N × N ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ yi ❢r♦♠ ✐ts
♥❡✐❣❤❜♦rs ✐s t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s
ΛLLE = argmin
Λ
N∑
i=1
∥∥∥∥∥∥yi −
∑
j∈νi
λi,jyj
∥∥∥∥∥∥
2
. ✭✷✳✶✽✮
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✶✽✮ ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ Λ✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① Λ ✐s s♣❛rs❡ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐s ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✐ts K ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡
❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ♣❛t❝❤❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ▲▲❊ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r✐♦r ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛tr✐①
f(X|ΛLLE, γ) ∝ exp
−γ
2
N∑
i=1
∥∥∥∥∥∥xi −
∑
j∈νi
λi,jxj
∥∥∥∥∥∥
2
 N∏
n=1
1D [xn] ✭✷✳✶✾✮
✇❤❡r❡ γ ✐s ❛ ✜①❡❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛♥❞ 1D(·) ✐s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s❡t D ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✳✾✮✳
■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ ♣r✐♦r t♦ P ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮ ✭♥♦t❡
❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❡♥t❡r❡❞✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ♣r✐♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ p1, . . . ,pL✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r✐♦r ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐① P
f
(
P|P, s2) = ( 1
2πs2
)NL
2
L∏
ℓ=1
exp
[
− 1
2s2
‖pℓ − p¯ℓ‖2
]
✭✷✳✷✵✮
✇❤❡r❡ P = [p¯1, . . . , p¯L]T ✐s ❛♥ L×D ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✜rst D ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② P❈❆✮ ❛♥❞ s2 ✐s ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r✐♦r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ P✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❙❯ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❉♦❜✐❣❡♦♥
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾❛✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♦♥t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❛t❛ s✉❜s♣❛❝❡ ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs t❤❡♠s❡❧✈❡s✳
◆♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦rs ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① U✱ ✐✳❡✱
f(σ2) ∝ 1(0,δ
σ2 )
(σ2)
f(ui,j) ∝ 1(−δU,δU)(ui,j)
✭✷✳✷✶✮
✻✽
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s (0, δσ2) ❛♥❞ (−δU, δU) ❝♦✈❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs σ2 ❛♥❞ U✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r s2
f(s2) ∝ 1(0,δ
s2 )
(s2) ✭✷✳✷✷✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, δs2) ❝♦✈❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r s2✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤
✭❉❆●✮ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❉❆● ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣r✐♦rs ❛♥❞ ❤②♣❡r♣r✐♦rs ✭t❤❡ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❜♦①❡s✮✳
✷✳✹✳✹ ▼❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❆ss✉♠✐♥❣ ♣r✐♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ P✱ X✱ U✱ s2 ❛♥❞ σ2✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ θ =
(X,U, s2, σ2) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
f
(
θ|Y,ΛLLE,P, γ
) ∝ f(θ|ΛLLE, γ) ∫ f(Y|P,θ)f (P|P, s2) dP
∝ f(Y|θ,P)f(θ|ΛLLE, γ) ✭✷✳✷✸✮
✇❤❡r❡ f(θ|ΛLLE, γ) = f(X|ΛLLE, γ)f(U)f(s2)f(σ2)✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦
f(Y|θ,P) =
∫
f(Y|P,θ)f (P|P, s2) dP
∝
L∏
ℓ=1
1
|Σ| 12 exp
[
−1
2
y¯Tℓ,:Σ
−1y¯ℓ,:
]
∝ |Σ|−L2 exp
[
−1
2
tr(Σ−1Y¯T Y¯)
]
✭✷✳✷✹✮
✇❤❡r❡ Σ = s2CCT +σ2■N ✱ y¯ℓ,: = yℓ,:−Cp¯ℓ ✐s ❛♥ N ×1 ✈❡❝t♦r✱ Y¯ = [y¯1,:, . . . , y¯L,:] = Y−PCT ✐s ❛♥ L×N ♠❛tr✐①
❛♥❞ tr(·) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛tr✐① tr❛❝❡✳
▼❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✷✳✷✸✮ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛ s❝❛❧❡❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡
❣r❛❞✐❡♥t ✭❙❈●✮ ♠❡t❤♦❞ ✭▼ø❧❧❡r✱ ✶✾✾✸✮ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ❧♦❣✲♣♦st❡r✐♦r✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡
❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r X✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
xR,n = 1−
R−1∑
r=1
xr,n, n = 1, . . . , N
✻✾
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ✜rst (R−1) r♦✇s ♦❢ X ❞❡♥♦t❡❞ X\R✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ❡①♣❡❝t t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♦❢
✐♥t❡r❡st t♦ s❛t✐s❢② t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛♥✐❢♦❧❞
♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❧✐❡ ✐s R − 1✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲♣♦st❡r✐♦r ✇✳r✳t✳ X\R,U, s2 ❛♥❞ σ2 ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✳r✳t✳ Σ ❛♥❞ Y¯ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡s ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❧♦❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ●P▲❱▼ ✭▲▲✲●P▲❱▼✮✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ L ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s
s✐♥❝❡
yℓ,:|p¯ℓ,U,X, σ2, s2 ∼ N
(
Cp¯ℓ, s
2CCT + σ2■N
)
✭✷✳✷✺✮
❛♥❞ ℓ = 1, . . . , L✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ = s2CCT + σ2■N ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢
t❤❡ 2♥❞ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❦❡r♥❡❧ ✭❘❛s♠✉ss❡♥ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ✷✵✵✺✱ ♣✳ ✽✾✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❦❡r♥❡❧ ✇❤♦s❡ ♠❡tr✐❝ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐① U✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭✷✳✷✹✮ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ N ×N ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ✳
■t ❝❛♥ ❜❡❡♥ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❲♦♦❞❜✉r② ♠❛tr✐① ✐❞❡♥t✐t② ✭❇r♦♦❦❡s✱ ✷✵✵✺✮
Σ−1 = σ−2
[
■N −C
(
σ2s−2■D +C
TC
)−1
CT
]
✭✷✳✷✻✮
t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Σ−1 ♠❛✐♥❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ D × D ♠❛tr✐①✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
|Σ| = 1/|Σ−1| ♠❛✐♥❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ❛ D ×D ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✹✳✶✳
✷✳✹✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ P
▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❛s θˆ = (X̂, Û, sˆ2, σˆ2) t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ θ = (X,U, s2, σ2) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✭✷✳✷✸✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭✷✳✶✼✮✱ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✷✳✷✵✮ ❛♥❞ ❇❛②❡s✬ r✉❧❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ P ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✉♣♦♥ θ✱ ✐✳❡✳✱
P|Y,θ,P ∼
L∏
ℓ=1
N (pℓ|pˆℓ S) ✭✷✳✷✼✮
✇❤❡r❡ S−1 = σ−2CTC + s−2■D ❛♥❞ pˆℓ = S(CTyℓ,: − p¯ℓ)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ P ✐s t❤❡
♣r♦❞✉❝t ♦❢ L ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ▼❆P ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ P ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✉♣♦♥ θˆ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
P̂ =
(
YĈ−P
)
Ŝ ✭✷✳✷✽✮
✇❤❡r❡ Ŝ−1 = σˆ−2ĈT Ĉ+ sˆ−2■D✱ Ĉ = Ψ̂xÛ✱ Ψ̂x = [ψxˆ(1), . . . ,ψxˆ(N)]
T ❛♥❞ X̂ = [xˆ1, . . . , xˆN ]✳ ❚❤❡ ▼❆P ❡st✐♠❛t♦r
P̂ ♦❢ P ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ nt❤ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s yˆn ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲▲✲●P▲❱▼ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
yˆn = P̂Û
Tψ [xˆ(n)] . ✭✷✳✷✾✮
❚❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ st✉❞✐❡s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❧❛t❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✷✸✮✳
✼✵
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
✷✳✺ ❙❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✹✳✹ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❡t ♦❢ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❛t❛
❜✉t ❝❛♥ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❈♦♥s✐❞❡r
X̂ =
 X̂\R
1TN − 1TR−1X̂\R
 ✭✷✳✸✵✮
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ✭✷✳✷✸✮✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥ R × N
❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① A = [a1, . . . ,aN ] s✉❝❤ t❤❛t
X̂\R = VR−1A+E ✭✷✳✸✶✮
✇❤❡r❡ a1, . . . ,aN ♦❝❝✉♣② t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✽✮✱ VR−1 = [v1, . . . ,vR] ✐s ❛♥ (R−1)×R
♠❛tr✐① ❛♥❞ E ✐s ❛♥ (R − 1) × N st❛♥❞❛r❞ ✐✳✐✳❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❡rr♦rs✳ ❙✐♥❝❡ X̂
s❛t✐s❢② t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✷✳✾✮✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ X̂\R ❛♥❞ A ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡st✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ X̂ ❛♥❞ A✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ X̂ ❛♥❞ A✱ ♥♦♥✲✐s♦tr♦♣✐❝ ♥♦✐s❡
❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ r♦✇s ♦❢ X̂ ❛♥❞ A s❛t✐s❢② t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡
(R− 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✳
❊q✳ ✭✷✳✸✶✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ▲▼▼ ✇❤♦s❡ ♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ X̂\R✳ ❙✐♥❝❡ A ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♦❝❝✉♣②
t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✽✮✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ VR−1 ❛r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠
✈♦❧✉♠❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s X̂\R✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢
✈❡❝t♦rs x̂\R,1, . . . , xˆ\R,N t♦ ❡st✐♠❛t❡ A ❛♥❞ VR−1✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❥♦✐♥t❧② A ❛♥❞ VR−1 ✉s✐♥❣
t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✮ ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ▲▼▼✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✭❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✮ ❛ss✉♠❡❞ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r VR−1 ❛r❡ ✉♥❥✉st✐✜❡❞✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s s❧✐❣❤t❧② ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♣r✐♦rs ✭s❡❡ ✭❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r (Â, V̂R−1) ♦❢
(A,VR−1) ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♥♦t❡❞
❛s X̂(c) = [xˆ(c)1 , . . . , xˆ
(c)
N ]
T ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
X̂(c) =
 X̂(c)\R
1TN − 1TR−1X̂(c)\R
 ✭✷✳✸✷✮
✇✐t❤ X̂(c)\R = V̂R−1Â✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t ÂT1R = 1N ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
X̂(c) =
 V̂R−1Â
1TRÂ− 1TR−1V̂R−1Â
 =
 V̂R−1
1TR − 1TR−1V̂R−1
 Â = V̂RÂ ✭✷✳✸✸✮
✇❤❡r❡ V̂R = [V̂TR−1, 1R − V̂TR−11R−1]T ✐s ❛♥ R×R ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ▲▲✲●P▲❱▼ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✹ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦
❛s ❢✉❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ▲▲✲●P❱▲▼ ✭❋❈▲▲✲●P▲❱▼✮✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦✳ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ▼❆P
❡st✐♠❛t♦r P̂ ✐♥ ✭✷✳✷✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ nt❤ ❡st✐♠❛t❡❞
♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s yˆn ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
yˆn = P̂Û
Tψ
[
xˆ
(c)(n)
]
= P̂ÛTψ
[
VˆRaˆn
]
. ✭✷✳✸✹✮
✼✶
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❖♥❝❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Â ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① V̂R ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ●P r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✳
✶✿ ■♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs
• ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs R✳
• ▼❛tr✐❝❡s ΛLLE ❛♥❞ P✳
• ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢♦r ▲▲❊ K = R✳
• ❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r γ = 104✳
✷✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥
• ❖♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ♣♦st❡r✐♦r ✐♥ ✭✷✳✷✸✮ ✉s✐♥❣ ❛ s❝❛❧❡❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦
❢♦r♠ θˆ = (X̂, Û, sˆ2, σˆ2)✳
✸✿ ❙❝❛❧✐♥❣
• ❘✉♥ ❛ ❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ X̂\R t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs Â ❛♥❞ V̂(R−1) ✭❛♥❞
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✳✸✷✮✮✳
✹✿ ❊♥❞♠❡♠❜❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
• ❙❡t a = [0Tr−1, 1,0TR−r]T ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ rt❤ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✉s✐♥❣ ✭✷✳✸✾✮✳
✺✿ ❖✉t♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs
• ❊st✐♠❛t❡❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Â✳
• ❊st✐♠❛t❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳
❆❧❣♦✳ ✷✳✶✿ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
✷✳✻ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣r❡ss✐♦♥
❊♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡s ✐♥ ❙❯✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❊❊❆s ✐♥t❡♥❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡ ✭❈❤❛✉❞❤r② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ❛♥❞
❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s✱ ✷✵✵✺❀ ❲✐♥t❡r✱ ✶✾✾✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
❡♥♦✉❣❤ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s✳ ❙♦♠❡ ♦t❤❡r ❊❊❆s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ✈♦❧✉♠❡ s✐♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s ✭▲✐ ❛♥❞ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s✱ ✷✵✵✽✮✮ ❝❛♥ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ st✉❞✐❡s ❛ ♥❡✇ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ ●P r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s✳ ❚❤✐s
str❛t❡❣② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ s❝❡♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s✳ ■t ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✺✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s {yn}n=1,...,N ❛♥❞
✼✷
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs {aˆn}n=1,...,N ✳ ●P r❡❣r❡ss✐♦♥ ✜rst ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ g(·) ✐♥
✭✷✳✹✮ ✭❢r♦♠ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ s♣❛❝❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✮ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
gˆ(·)✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ●Ps t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ gˆ(a) ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥②
♥❡✇ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r a✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ s♣❡❝tr❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✷✳✽✮✳ ❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ♣r♦✈✐❞❡s
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ●P ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭✷✳✷✹✮ t❤❛t f(Y|X,P,U, s2, σ2) ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ L ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
●Ps ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s♣❛❝❡ ✭✷✳✷✺✮✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ yℓ,:
✭✐✳❡✳✱ Σ = s2CCT + σ2■N ✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡
yℓ,: = zℓ + eℓ,: ✭✷✳✸✺✮
✇❤❡r❡ eℓ,: ✐s t❤❡ N ×1 ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ℓt❤ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞ ✭❤❛✈✐♥❣ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
σ2■N ✮ ❛♥❞✷
zℓ ∼ N (zℓ|ΨxUp¯ℓ,K) ✭✷✳✸✻✮
✇✐t❤ K = s2ΨxUUTΨ
T
x t❤❡ N × N ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ zℓ✳ ❚❤❡ N × 1 ✈❡❝t♦r zℓ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❤✐❞❞❡♥ ✈❡❝t♦r
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ yℓ,:✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛♥ L × 1 t❡st ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❤✐❞❞❡♥ ✈❡❝t♦r z∗ = [z∗1 , ..., z∗L]T ✱
❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r a∗ = [a∗1, ..., a
∗
R]
T ❛♥❞ ψ∗x = ψ [VRa
∗]✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t❡st ❞❛t❛ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ y1,:, ...,yL,: ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t [zTℓ , z
∗
ℓ ] ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r s✉❝❤ t❤❛tzℓ
z∗ℓ
 ∼ N
zℓ
z∗ℓ
 ∣∣∣∣
ΨxUp¯ℓ
ψ∗Tx Up¯ℓ
 ,
 K κ(a∗)
κ(a∗)T σ2a∗
 ✭✷✳✸✼✮
✇❤❡r❡ σ2a∗ = s
2ψ∗Tx UU
Tψ∗x ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ z
∗
ℓ ❛♥❞ κ(a
∗) ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♥♣✉ts
❛♥❞ t❤❡ t❡st ✐♥♣✉ts✱ ✐✳❡✳✱
κ(a∗) = s2ψ∗Tx UU
TΨx. ✭✷✳✸✽✮
❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦
z∗ℓ |yℓ,: ∼ N
(
z∗ℓ |µℓ, s2l
)
✭✷✳✸✾✮
✇✐t❤
µℓ = ψ
∗T
x Up¯ℓ + κ(a
∗)T (K+ σ2■N )
−1(y:,ℓ −ΨxUpˆℓ)
s2l = σ
2
a∗ − κ(a∗)T (K+ σ2■N )−1κ(a∗).
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✷✳✸✾✮ ✐s ●❛✉ss✐❛♥✱ t❤❡ ▼❆P ❛♥❞ ▼▼❙❊ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ z∗ ❡q✉❛❧ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥
µ = (µ1, ..., µL)
T ✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs X,U, s2 ❛♥❞ σ2 ❜② t❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡s
X̂(c), Û, sˆ2 ❛♥❞ σˆ2 ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❤✐❞❞❡♥ ✈❡❝t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs a∗ =
[0Tr−1, 1,0
T
R−r]
T ❢♦r r = 1, . . . , R✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ r✱ t❤❡ rt❤ ❡st✐♠❛t❡❞ ❤✐❞❞❡♥ ✈❡❝t♦r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ rt❤ ❡st✐♠❛t❡❞
✷◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r ❜r❡✈✐t②✳
✼✸
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❡♥❞♠❡♠❜❡r✸✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ▲▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② s❡tt✐♥❣ a = a∗ = [0Tr−1, 1,0
T
R−r]
T ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✺✮ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✈✐❛ ✭✷✳✸✾✮ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✳
✷✳✼ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛
✷✳✼✳✶ ❙✉❜s♣❛❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ●P▲❱▼ ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ✜rst ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s
♦❢ N = 2500 ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ R = 3 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
❧✐❜r❛r✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊◆❱■ s♦❢t✇❛r❡ ✭❘❙■ ✭❘❡s❡❛r❝❤ ❙②st❡♠s ■♥❝✳✮✱ ✷✵✵✸✮ ✭✐✳❡✳✱ ❣r❡❡♥ ❣r❛ss✱ ♦❧✐✈❡ ❣r❡❡♥ ♣❛✐♥t
❛♥❞ ❣❛❧✈❛♥✐③❡❞ st❡❡❧ ♠❡t❛❧✮✳❚❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡ I1 ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭▲▼▼✮✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡ I2 ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭❋❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✱ r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s t❤❡ ✏❋❛♥ ♠♦❞❡❧✑ ✭❋▼✮✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✐♠❛❣❡ I3 ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧
✭●❇▼✮ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs
γ1,2 = 0.9, γ1,3 = 0.5, γ2,3 = 0.3.
❚❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs an, n = 1, . . . , N ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✳✽✮✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜①❡❞
t♦ σ2 = 10−4✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ SNR ≈ 30❞❇ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❢♦r
❝✉rr❡♥t s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r γ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r✐♦r ✭✷✳✶✾✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜①❡❞ t♦ γ = 103 ❛♥❞ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢♦r t❤❡ ▲▲❊ ✐s K = R ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●P▲❱▼ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❆❘❊ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✶✮✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❆❘❊s✿ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ✭×10−2✮✳
I1 I2 I3
P❈❆ ✵✳✾✾ 1.08 1.04
▲▲✲●P▲❱▼ ✵✳✾✾ ✵✳✾✾ ✶✳✵✵
❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❆❘❊s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲▲✲●P▲❱▼ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ✜rst (R−1) ♣r✐♥❝✐♣❛❧
✈❡❝t♦rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲▲✲●P▲❱▼ s❧✐❣❤t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s P❈❆
❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❆❘❊✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❆❘❊s ♦❢ t❤❡ ▲▲✲●P▲❱▼ ♠❛✐♥❧② ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡
❡rr♦rs ✭σ2 = 10−4✮✱ ✇❤❡r❡❛s ♠♦❞❡❧ ❡rr♦rs ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ P❈❆ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s✳ ❋✐❣✳ ✷✳✽ ❝♦♠♣❛r❡s
t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✷✹✮ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ✐♠❛❣❡s I1 t♦ I3 ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥t♦ t❤❡ R − 1 ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈❡❝t♦rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② P❈❆✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❧② R − 1 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡
♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t✮✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t
✸◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ ❝❡♥t❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳
✼✹
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ▲▲✲●P▲❱▼ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♥♦✐s② s✐♠♣❧❡① ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ✐♠❛❣❡s✳ ■t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
P❈❆ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♠❛❣❡s✳ ❋✐❣✳ ✷✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▲▲✲●P▲❱▼ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ✐♠❛❣❡s I1
t♦ I3✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲▲✲●P▲❱▼ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s
✇✐t❤ ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❚♦♣✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ N = 2500 ♣✐①❡❧s ✭❞♦ts✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ P❈❆ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s I1 t♦ I3✳ ❇♦tt♦♠✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▲▲✲●P▲❱▼ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s I1 t♦ I3✳
✷✳✼✳✷ ❆❜✉♥❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ✉s✐♥❣
t❤❡ ❘◆▼❙❊ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✸✻✮✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❘◆▼❙❊s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡
❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❱❈❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ❢♦r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❍❡✐♥③ ❛♥❞ ❈✳✲■ ❈❤❛♥❣✱ ✷✵✵✶✮ ❢♦r I1✱ t❤❡ ▲❙ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❋❛♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ❢♦r I2 ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮ ❢♦r I3✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❙❯✑ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✳ ❚❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❥♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ A ❛♥❞ V ✉♥❞❡r ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r
A ✭✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉♦❜✐❣❡♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾❛✮✮ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ st❡♣✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s s✐♥❝❡ ✐t
♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❘◆▼❙❊s✿ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ✭×10−3✮✳
I1 I2 I3
❙❯ 5.7 7.4 22.7
❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ✸✳✾ ✹✳✷ ✺✳✹
❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❆❘❊✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❆❘❊s
✼✺
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
✭❛✮ I1 ✭▲▼▼✮
✭❜✮ I2 ✭❋▼✮ ✭❝✮ I3 ✭●❇▼✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ N = 2500 ♣✐①❡❧s ✭❜❧❛❝❦ ❞♦ts✮ ♦❢ I1✱ I2 ❛♥❞ I3 ✉s✐♥❣ t❤❡ ✸ ❛①✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
t❤❡ P❈❆ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✐s t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ▲▲✲●P▲❱▼✳
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦t❤❡r str❛t❡❣✐❡s
✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❆❘❊ ❢♦r t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❆❘❊s✿ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ✭×10−2✮✳
I1 I2 I3
❙❯ 1.00 1.13 1.06
❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ✵✳✾✾ ✵✳✾✾ ✶✳✵✵
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ❢♦r ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s♣❡❝tr❛✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❆▼ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✶✳✼✶✮✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❙❆▼s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱❈❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❊❊❆
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭❍❡②❧❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❍❡②❧❡♥✑✮ ❛♥❞ t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ✐♠❛❣❡s I1 t♦ I3✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♠✐①t✉r❡s✳
✷✳✼✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❧s♦ t❡st❡❞ ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✇❤❡r❡ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t
✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❡♥❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ✐♠❛❣❡s I1 t♦ I3
✼✻
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ❙❆▼s ✭×10−2✮✿ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s✳
I1 I2 I3
m1 m2 m3 m1 m2 m3 m1 m2 m3
❱❈❆ ✵✳✹✸ ✵✳✷✷ 0.22 1.62 2.08 1.15 1.91 1.36 0.88
❍❡②❧❡♥ 1.94 0.66 0.78 0.75 1.69 0.42 1.80 0.86 1.38
❋❈▲▲✲●P▲❱▼ 0.52 0.86 ✵✳✶✺ ✵✳✸✸ ✵✳✺✸ ✵✳✸✹ ✵✳✹✹ ✵✳✺✽ ✵✳✸✵
❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ N = 2500 ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs✱ t❤❛t ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t{
a
∣∣ R∑
r=1
ar = 1, 0.9 ≥ ar(n) ≥ 0, ∀r ∈ {1, . . . , R}
}
. ✭✷✳✹✵✮
❚❤❡ t❤r❡❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s I∗1 ✱ I
∗
2 ❛♥❞ I
∗
3 ✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s ❞♦❡s
♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❆❘❊s ♦❢ t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
✐♠❛❣❡s I1 t♦ I3 ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡s ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✸✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s
t❤❛♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❙❯ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❋❈▲▲✲●P❱▲▼ ✐s ❞✉❡ ✐♥ ♣❛rt t♦ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✻ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❘◆▼❙❊ ✐s ♥♦t ❞❡❣r❛❞❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❤❡♥
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡
❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❱❈❆✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ❢♦r ❡♥❞♠❡♠❜❡r
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡s I1 t♦ I3✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ❊❊❆s✳
❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st✐♠❛t❡❞
❜② t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✭r❡❞ ❞♦ts✮ ❛♥❞ t❤❡ ❱❈❆ ❡st✐♠❛t❡s ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮ ❢♦r t❤❡
✐♠❛❣❡ I∗2 ✳ ❙✐♠✐❧❛r ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡s I
∗
1 ❛♥❞ I
∗
3 ✭s❛♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s✮✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ ❆❘❊s✿ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ✭❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s✱ ×10−2✮✳
P❈❆ ▲▲✲●P▲❱▼ ❙❯ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼
I∗1 ✶✳✵✵ ✶✳✵✵ 1.14 ✶✳✵✵
I∗2 1.06 ✶✳✵✵ 1.57 ✶✳✵✵
I∗3 1.03 ✵✳✾✾ 1.12 ✵✳✾✾
❚❛❜❧❡ ✷✳✻✿ ❘◆▼❙❊s✿ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ✭❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s✱ ×10−3✮✳
I∗1 I
∗
2 I
∗
3
❙❯ 49.3 86.6 47.8
❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ✹✳✽ ✼✳✷ ✼✳✺
✷✳✼✳✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ❛♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r✮ ✐s ✉♥✐q✉❡ ❢♦r
❛❧❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
✼✼
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❆❝t✉❛❧ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✭r❡❞ ❞♦ts✮ ❛♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮
❛♥❞ ❱❈❆ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✮ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ I∗2 ✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✼✿ ❙❆▼s ✭×10−2✮✿ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s✳
I∗1 I
∗
2 I
∗
3
m1 m2 m3 m1 m2 m3 m1 m2 m3
❱❈❆ 2.87 2.15 2.10 5.22 8.02 7.10 6.89 6.03 3.73
❍❡②❧❡♥ 6.38 11.11 2.62 7.53 9.59 2.48 6.59 5.95 2.36
❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ✵✳✸✽ ✶✳✸✵ ✵✳✷✹ ✵✳✻✼ ✶✳✹✻ ✵✳✺✸ ✵✳✻✶ ✶✳✼✺ ✵✳✹✽
♦❢ ✉♥✐q✉❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❛❦✐♥❣ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❡♥❡ ✭❊❝❤❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❙♦♠❡rs ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❩❛r❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✷✮✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ s❡ts ♦❢ N = 2500 s②♥t❤❡t✐❝ ♣✐①❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧
y(n) =
R∑
r=1
mr(n)ar(n) +
R−1∑
i=1
R∑
j=i+1
ai(n)aj(n)mi(n)⊙mj(n) + e(n),
✇❤❡r❡ a(n) = [a1(n), . . . , aR(n)]T ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲
t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ✐✳❡✳✱ mr(n) ∼
N (m0r, σ2M■) ✇❤❡r❡ m0r, r = 1, . . . , R ❛r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐❜r❛r② ❛♥❞ σ2M ✐s
t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❋❛♥ ♠♦❞❡❧ st✉❞✐❡❞ ❜② ❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❡①❝❡♣t
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✽ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❱❈❆ ✭❢♦r ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞ ❜②
❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ✭❢♦r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❙❯✑ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✳ ❋♦✉r ✈❛❧✉❡s ♦❢
σ2M ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r σ
2
M✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r♦✇✱ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t ❤❛s
❜❡❡♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❣❧❡ ♠❛♣♣❡rs ✭❙❆▼s✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✽ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs m0r, r = 1, . . . , R✳ ❋r♦♠ t❤✐s t❛❜❧❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r
❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ2M✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t❡s ✭✐♥ t❡r♠ ♦❢
✼✽
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❘◆▼❙❊ ❛♥❞ ❙❆▼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❯ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❣r❛❞❡❞ ❢♦r ✇❡❛❦ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✽✿ ❊♥❞♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✿ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s✳
σ2M = 0 σ
2
M = 10
−5 σ2M = 10
−4 σ2M = 10
−3
❘◆▼❙❊ ✭×10−3✮
❙❯ 7.4 9.1 11.0 23.2
❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ✹✳✷ ✺✳✶ ✾✳✶ ✶✶✳✾
❙❆▼ ✭×10−2✮
❙❯
m1 1.62 2.06 2.09 2.55
m2 2.08 1.67 ✶✳✾✹ 2.38
m3 1.15 1.27 1.06 1.23
❋❈▲▲✲●P▲❱▼
m1 ✵✳✸✸ ✵✳✹✹ ✵✳✹✻ ✶✳✺✾
m2 ✵✳✺✸ ✵✳✼✶ 2.01 ✶✳✻✷
m3 ✵✳✸✹ ✵✳✹✼ ✵✳✹✷ ✵✳✾✾
❚❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ♣r❡s❡♥ts s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r r❡❛❧ ❞❛t❛✳
✷✳✽ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡t
❚❤❡ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦✈❡r ❱✐❧❧❡❧♦♥❣✉❡✱ ❋r❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜② ❙❤❡❡r❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❢♦r❡st❡❞ ❛r❡❛
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ 12 ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ s♣❡❝✐❡s ✭❛s❤ tr❡❡✱ ♦❛❦ tr❡❡✱ ❤❛③❡❧ tr❡❡✱ ❧♦❝✉st tr❡❡✱ ❝❤❡st♥✉t tr❡❡✱ ❧✐♠❡ tr❡❡✱ ♠❛♣❧❡
tr❡❡✱ ❜❡❡❝❤ tr❡❡✱ ❜✐r❝❤ tr❡❡✱ ✇✐❧❧♦✇ tr❡❡✱ ✇❛❧♥✉t tr❡❡ ❛♥❞ ❢❡r♥✮✳ ❚❤❡ s✉❜✲✐♠❛❣❡ ♦❢ s✐③❡ 50× 50 ♣✐①❡❧s ❝❤♦s❡♥ ❤❡r❡ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻✳ ❆ r❡❛s♦♥❛❜❧② s♠❛❧❧ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ t♦
❡❛s❡ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦✈❡r❤❡❛❞ q✉✐t❡ ❧♦✇✳
❚❤✐s ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ s♣❡❝✐❡s ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② s✉❝❤ t❤❛t s♦♠❡ ♣✐①❡❧s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
tr❡❡ s♣❡❝✐❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ s❝❡♥❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭s❡❡ ❜❧❛❝❦ ❞♦ts ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷ ✭❛✮✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❝❡♥❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
R = 3 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ s❡t ♦❢ 32224 ❧❛❜❡❧ s♣❡❝tr❛ ✉s❡❞ ❜② ❙❤❡❡r❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✐♥ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧✉st❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦❛❦ tr❡❡s ✭r❡❞ ❞♦ts✮ ❛♥❞ ❝❤❡st♥✉t tr❡❡s ✭❜❧✉❡
❞♦ts✮ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ P❈❆ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✻✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❝❧♦s❡st s❡ts ♦❢ ♣✐①❡❧s t♦ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❧♦✉❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
♦❛❦ ❛♥❞ ❝❤❡st♥✉t tr❡❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥❡✇ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡r
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ✭t❤❡ str❛t❡❣② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ✭❙❤❡❡r❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ✇❛s r❡str✐❝t❡❞ t♦
✈❡❣❡t❛t✐♦♥ s♣❡❝✐❡s✮✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ t❤✐s ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❊♥❞♠❡♠❜❡r ♯3✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜①❡❞ t♦ γ = 103 ❛♥❞ K = R✳ ❚❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸ ✭❜❧✉❡ ❞♦ts✮✳
■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤✐s ✜❣✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡❡♠ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♥♦✐s② s✐♠♣❧❡①✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷ ✭❜✮ s❤♦✇s
t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲▲✲●P▲❱▼✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ▲▲✲●P▲❱▼ ❢♦r
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✾ ✭❧❡❢t✮ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❆❘❊s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲▲✲●P▲❱▼ ❛♥❞
✼✾
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❚♦♣✿ r❡❛❧ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ▼❛❞♦♥♥❛ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❍②s♣❡① ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ s❝❛♥♥❡r ♦✈❡r
❱✐❧❧❡❧♦♥❣✉❡✱ ❋r❛♥❝❡✳ ❇♦tt♦♠ r✐❣❤t✿ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st s❤♦✇♥ ✐♥ tr✉❡ ❝♦❧♦rs ✭r✐❣❤t✮✳ ❇♦tt♦♠ ❧❡❢t✿
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛♣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭❙❤❡❡r❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❢♦r t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ♣✐①❡❧s ❛r❡
❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❖❛❦ tr❡❡ ✭r❡❞✮✱ ❈❤❡st♥✉t tr❡❡ ✭❜❧✉❡✮✱ ❆s❤ tr❡❡ ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❧❛♥t❡❞✲tr❡❡ ♣✐①❡❧s ✭✇❤✐t❡✮✳
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ✜rst R − 1 = 2 ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈❡❝t♦rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② P❈❆✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲▲✲●P▲❱▼ s❧✐❣❤t❧②
♦✉t♣❡r❢♦r♠s P❈❆ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ P❈❆ ✭❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✮ ✐♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✾✿ ❆❘❊s✿ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭×10−2✮✳
P❈❆ ▲▲✲●P▲❱▼ ❱❈❆✰❋❈▲❙ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼
0.84 ✵✳✼✾ 1.30 ✶✳✶✶
❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ st❡♣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✺ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s✐♠♣❧❡①
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷ ✭❝✮ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s✐♠♣❧❡① ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ st❡♣ ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹ ✭t♦♣✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥
✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ▲▼▼✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✉s❡ ❱❈❆ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛
❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹
✭❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣② ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ▲▼▼ ❛s ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❋✐❣✳
✹✳✻ ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛♣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❙❤❡❡r❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❢♦r t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
❚❤❡ ✇❤✐t❡ ♣✐①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜② ❙❤❡❡r❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❙❤❡❡r❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ✇❛s t♦ ❧♦❝❛t❡ tr❡❡ s♣❡❝✐❡s✱ ❛ ♥♦♥✲♣❧❛♥t❡❞✲tr❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
✽✵
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
✭❛✮
✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ✭❛✮✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ N = 2500 ♣✐①❡❧s ✭❜❧❛❝❦ ❞♦ts✮ ♦❢ t❤❡ ❱✐❧❧❡❧♦♥❣✉❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧✉st❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦❛❦ tr❡❡s ✭r❡❞ ❞♦ts✮ ❛♥❞ ❝❤❡st♥✉t tr❡❡s ✭❜❧✉❡ ❞♦ts✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ P❈❆✳ ✭❜✮✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ N = 2500 ♣✐①❡❧s ✭❞♦ts✮
♦❢ t❤❡ ❱✐❧❧❡❧♦♥❣✉❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ▲▲✲●P▲❱▼ ✭❝♦❧♦r❡❞ s✉r❢❛❝❡✮✳ ✭❝✮✿❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ N = 2500 ♣✐①❡❧s ✭❞♦ts✮ ♦❢ t❤❡ ❱✐❧❧❡❧♦♥❣✉❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s✐♠♣❧❡①
✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡s✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ N = 2500 ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❞♦ts✮ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▲▲✲●P▲❱▼ ❛♥❞ t❤❡
s✐♠♣❧❡① ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ st❡♣ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r t❤❡ ❱✐❧❧❡❧♦♥❣✉❡ ❞❛t❛✳
✽✶
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❚♦♣✿ ❆❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ❢♦r t❤❡ ❱✐❧❧❡❧♦♥❣✉❡ ✐♠❛❣❡✳ ❇♦tt♦♠✿
❆❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱❈❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
♠❛s❦ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ♦♥❧② ♣❧❛♥t❡❞✲tr❡❡ ♣✐①❡❧s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❧♦ts ♦❢ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❝❧❛ss✐✜❡❞✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ♣✐①❡❧s ❝❛♥
❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ tr❡❡ s♣❡❝✐❡s ✐♥ t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s✱ ✐✳❡✳✱ ♦❛❦ ❛♥❞ ❝❤❡st♥✉t✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣✐①❡❧s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝❤❡st♥✉t
tr❡❡s ❛♥❞ ❊♥❞♠❡♠❜❡r ♯3 ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥❝❧❛ss✐✜❡❞ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r
❝❧❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛♣✳ ❖♥❧② ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛s❤ tr❡❡s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
■❢ ✉♥❝❧❛ss✐✜❡❞ ♣✐①❡❧s ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛s❤ tr❡❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ❡✐t❤❡r t♦♦ ❢❡✇ ♦r t♦♦ ♠✐①❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♠✐①t✉r❡s ♦❢ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣s✳ ✷✳✶✹ ❛♥❞ ✹✳✻ ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮ t❤❛t ♦❛❦ tr❡❡s ❛r❡
❧♦❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ s✐♠✐❧❛r r❡❣✐♦♥s ✭❧❡❢t ❝♦r♥❡rs ❛♥❞ t♦♣ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r✮ ❢♦r t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛♣s✳
❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❤❡r❡✳ ❋✐rst✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❊♥❞♠❡♠❜❡r ♯3
✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ♥♦ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ❡♥❞♠❡♠❜❡r✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
tr✉t❤ s♣❡❝tr❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ tr❡❡ s♣❡❝✐❡s✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❤♦✇ ✇❤❡t❤❡r ❱❈❆ ♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼
♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❆❘❊s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✾✱ r✐❣❤t✮ s❤♦✇ t❤❛t
t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ✜ts t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❙❯ str❛t❡❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✉r❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱
❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❍②❙✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ❛♥❞ ◆❛s❝✐♠❡♥t♦✱ ✷✵✵✽✮ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s✉❜s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛r❡ ✇❡❛❦
✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✮✱ t❤❡ ❍②❙✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❋♦r
t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❍②❙✐♠❡ ✐s R = 6✳ ❚❤✐s
✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✉♣♣❡r❜♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs s✐♥❝❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥❝❧✉❞❡s
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳
✽✷
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✵✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ R✿ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡✳
❆❘❊ ✭×10−2✮
R = 2 R = 3 R = 4 R = 5
▲▲✲●P▲❱▼ ✶✳✺✽ ✵✳✼✾ ✵✳✼✹ ✵✳✼✶
❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ✶✳✺✽ ✶✳✶✶ ✶✳✵✽ ✵✳✽✻
❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ r✉♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ R ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞✐❡❞ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ R ✭✐✳❡✳✱ R = 2, 3, 4, 5✮✳ ❚❛❜❧❡
✷✳✶✵ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❆❘❊s ♦❢ t❤❡ ▲▲✲●P▲❱▼ ❛♥❞ t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ❢♦r t❤✐s ✐♠❛❣❡✳ ❋r♦♠ t❤✐s t❛❜❧❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r R✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❆❘❊s ❢♦r t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❆❘❊ ❢♦r t❤❡ ▲▲✲●P▲❱▼ ✐s ❧❡ss s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❤❛s ❜❡❡♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❆❘❊ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
❤❛s ❜❡❡♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞ ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ◗✉✐r✐♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉❜s♣❛❝❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✳ ✷✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ✭♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s
♦❢ R ✭✐✳❡✳✱ R = 2, 3, 4, 5✮✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ s♣❡❝✐❡s ✭✐✳❡✳✱ ❝❤❡st♥✉t tr❡❡ ❛♥❞
♦❛❦ tr❡❡✮ ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✇❤❡♥ R ✐s ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✱ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✐s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞✱ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♦❛❦ tr❡❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❛r❡
❡st✐♠❛t❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ❝❤❡st♥✉t tr❡❡ ❛r❡ ❧❡ss str✉❝t✉r❡❞ ❢♦r R = 4 ❛♥❞ R = 5
t❤❛♥ ❢♦r R = 3✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❛♥❞ ✜❢t❤ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❞♦ ♥♦t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❢♦r R = 5 s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❡♥❞♠❡♠❜❡rs 2, 4 ❛♥❞ 5 ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻✮✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R
❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✳
✽✸
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❆❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ❢♦r t❤❡ ▼❛❞♦♥♥❛ ✐♠❛❣❡ ❢♦r R = 2
✭❜♦tt♦♠✮ t♦ R = 5 ✭t♦♣✮✳
✷✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ s♣❛❝❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s✳ ■t ❛❧s♦
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t✇♦
st❡♣s✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇❛s ✜rst ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✳ ❆❢t❡r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛ ♥❡✇ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t♦r
❜❛s❡❞ ♦♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ ✜rst ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❜r❡❛❦s t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧
✉♥♠✐①✐♥❣✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❧✐♥❡❛r
❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡✈❡♥
✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r ♦r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✮ t❤❛♥ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
✽✹
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❊♥❞♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❋❈▲▲✲●P▲❱▼ ❢♦r R = 2 ✭❧✐❣❤t ❜❧✉❡✮✱ R = 3
✭r❡❞✮✱ R = 4 ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ R = 5 ✭❜❧❛❝❦✮✳
❛rt ✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❛ss✉♠✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❛s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ st❡♣s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❜✉♥✲
❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ✭❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✮ ♠❛✐♥❧② r❡❧② ♦♥ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ st❡♣✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ ❛ss✐❣♥ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r✐♦rs ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❛t s❝❛❧✐♥❣ st❡♣✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▲▲✲●P▲❱▼ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
s♣❡❝tr❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ ♣✐①❡❧s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❧♦s❡❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋r♦♠ ❛ str✐❝t ❇❛②❡s✐❛♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ t♦ s❡t ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐ss✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s
❜❡✐♥❣ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ ❛ st♦♣♣✐♥❣ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦✉♣❧❡
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❡✣❝✐❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ●P ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡
▲▲✲●P▲❱▼ ✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞
❢♦r ✐♥t✐♠❛t❡ ♠✐①t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦
✜♥❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✐tt✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛② ❜❡ ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s❧② r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❈▲▲✲●P❱▲▼ ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ R ♠❛t❡r✐❛❧s t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥
(R− 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤♦❧❞s ♦♥❧② ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❢✉❧❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞
✽✺
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ R = 3 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
▲▼▼ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❋▼ ✭❜❧✉❡✮✳
❜② t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs✳ ■❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♠✐①t✉r❡s ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❋❈▲▲✲●P❱▲▼ ✇♦✉❧❞ tr② t♦
❡st✐♠❛t❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇❤✐❧❡ s❡✈❡r❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✼✳ ❋♦r s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s✱
♦t❤❡r ✉♥♠✐①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧✱ ✐t
s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❯♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❛ss✉♠✐♥❣
❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥❡①t
❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❡rs t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❧✐♥❡❛r❧② ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳
▼❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❆ ♥❡✇ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯✳ ❚❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜r❡❛❦s t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❜② ✜rst ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s
❛♥❞ t❤❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
✽✻
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
✷✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s ❡t ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡
❡♥tr❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡s q✉✐ r❡str❡✐❣♥❡♥t ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s
♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s✳ ❯♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♠✐s❡
à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❡st ❛❧♦rs ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✳ ❙✉✐t❡ à
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✱ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t ❡st✐♠és ♣❛r ré❣r❡ss✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡
♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s✳ ❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡✱ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s
❛✈❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✱ ❝❛ss❡ ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ♦♥t ✐❧❧✉stré ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦♠❡tt❡✉rs ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ② ❛
♣❡✉ ♦✉ ♣❛s ❞❡ ♣✐①❡❧s ♣✉rs ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ■❧ ❛ été ♠♦♥tré ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✭❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡t ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✮ q✉✬❛✈❡❝
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ré❝❡♥ts s✉♣♣♦s❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s✳
▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ été ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ▲❡s ❛❜♦♥✲
❞❛♥❝❡s ❡st✐♠é❡s ✭❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❡st✐♠és✮ r❡♣♦s❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡✳
■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❧✉s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s ❛✜♥ ❞❡
s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s s❡r❛✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❛❜♦♥✲
❞❛♥❝❡s✳ ❉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❡❝tr❛❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛ été ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ ▲▲✲ ●P▲❱▼✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣✐①❡❧s
s♣❡❝tr❛❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s ♣r♦❝❤❡s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❜❛②és✐❡♥✱ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s ❧♦✐s ❛ ♣r✐♦r✐
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣♦s❡
s✉r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✬✐♥térêt ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛②és✐❡♥ ♣r♦♣♦sé à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✐①❡❧s rés✉❧t❛♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ R = 3 ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❣é♥érés s✉✐✈❛♥t ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭r♦✉❣❡✮ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❋❛♥ ✭❜❧❡✉✮✳
✽✼
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥ ▲▲✲
●P▲❱▼ ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞✐ts ✐♥t✐♠❡s✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡t
❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à tr♦✉✈❡r✱ s✉rt♦✉t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé✳
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✈✐✈❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦②❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s ❡t ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ tr✐✈✐❛❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦②❛✉ ✉t✐❧✐sé✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❈▲▲✲●P❱▲▼ ♣r♦♣♦sé s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♣✐①❡❧s ♦❜s❡r✈és rés✉❧t❛♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ R ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❛♣♣❛r✲
t✐❡♥♥❡♥t à ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (R − 1)✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥❡ ✈❛✉t q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ♣❛r❛♠étré ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳ ❙✐ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❛✈❛✐❡♥t ❧✐❡✉ ❞❛♥s
✉♥❡ ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡✱ ❧❡ ❋❈▲▲✲●P❱▲▼ ❡ss❛✐❡r❛✐t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐été ❛❧♦rs q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s❡r❛✐❡♥t ♣rés❡♥t❡s✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳✶✽✳ P♦✉r ❞❡ t❡❧❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✳
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r
❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❧❡s ❞✐✛❡r❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s s♦♥t ♣rés❡♥ts✳ ❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ✭❜❛sés s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
✉♥✐q✉❡s✮ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❝❡s
ré❣✐♦♥s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ét✉❞✐❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣✐①❡❧s rés✉❧t❛♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠❛❥❡✉r❡s✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡
♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜r✐s❡ ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s
❡t ❡♥ ♣ré❞✐s❛♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ❞❛♥s
❧✬✐♠❛❣❡✳
✽✽
❈❤❛♣t❡r ✸
◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧
✐♠❛❣❡s
❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❥♦✉r♥❛❧ ♣❛♣❡r ✭❆❧t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ✭♣✉❜❧✐s❤❡❞✮✳
❈♦♥t❡♥ts
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✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛❜♦r❞❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡
❞♦♥❝ à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ ♣✐①❡❧ ♦❜s❡r✈é rés✉❧t❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s
❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭♥♦♠❜r❡ ❡t s♣❡❝tr❡s✮ s♦♥t
s✉♣♣♦sés ❝♦♥♥✉s✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣ré❝é❞❛♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲
❧✐♥é❛r✐tés s❡r♦♥t ❞✐s❝✉tés ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
✽✾
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ PP◆▼▼ ét✉❞✐é ♣♦✉r ❧❡
❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❯♥❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ PP◆▼▼ ❡st q✉✬✐❧ ❣é♥ér❛❧✐s❡
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ✉♥✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té
❞❛♥s ❧❡ ♣✐①❡❧ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❡st é❣❛❧ à ③ér♦✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
rés✉❧t❛♥t ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡
♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣♦s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ■❧
♥❡ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té✱ ❝❡ q✉✐ ❧❡ r❡♥❞ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ ❛✉① ❞✐✈❡rs t②♣❡s
❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳ ▲❡ t❡st st❛t✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ♦❜s❡r✈é à
❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s♦♠♠❡✲à✲✉♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳
❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♣❛ré❡ à ✉♥ s❡✉✐❧ ✭❧✐é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t✮ ❛✉ ❞❡❧à ❞✉q✉❡❧ ♦♥ ❞é❝✐❞❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ♣ré❝✐s❡♠❡♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❞❡✉① ❞ét❡❝t❡✉rs
s♦♥t ❛♥❛❧②sé❡s ❡t ❝♦♠♣❛ré❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠❡♥é❡s s✉r ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s✳
✾✵
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
✸✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧ ♦❢ ❛ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠
❛ ❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✭♥✉♠❜❡r ❛♥❞ s♣❡❝tr❛✮ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❊♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ PP◆▼▼ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ PP◆▼▼ ✐s t❤❛t ✐t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ▲▼▼ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣✐①❡❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r ❡q✉❛❧s ③❡r♦✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧✐♥❡❛r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✉s❡ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r
❢♦r ❞❡r✐✈✐♥❣ ♥❡✇ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♦♥❧② r❡❧✐❡s ♦♥
t❤❡ ▲▼▼✱ ✐✳❡✳✱ ❞♦❡s ♥♦t ❛ss✉♠❡ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ✈❛r✐♦✉s
❦✐♥❞s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳
✸✳✸ ❙✉♣❡r✈✐s❡❞ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥
❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ r❡❝❛❧❧s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣
❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❧s♦ ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡❞✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛✲
t♦rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✭❈❈❘▲❇s✮ ♦❢ t❤❡
PP◆▼▼ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ✜♥❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t♦r
②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t❡st st❛t✐st✐❝s ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
✸✳✸✳✶ PP◆▼▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ PP◆▼▼ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ t❤❡ L✲s♣❡❝tr✉♠ y = [y1, . . . , yL]T ♦❢ ❛ ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♦❢ R ❡♥❞♠❡♠❜❡rs m1, . . . ,mR ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ❜②
❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡
y =Ma+ b(Ma)⊙ (Ma) + e. ✭✸✳✶✮
❚❤❡ ♥♦✐s❡ s❡q✉❡♥❝❡ e ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭✐✳✐✳❞✮ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ s❡q✉❡♥❝❡
✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s e ∼ N (0L, σ2■L)✳ ■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐① M ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
❦♥♦✇♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♦♥❧② ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r a✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r b ❛♥❞
t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✳
❚❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r a s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
R∑
r=1
ar = 1, ar ≥ 0, ∀r ∈ {1, . . . , R} . ✭✸✳✷✮
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ PP◆▼▼ ✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛ ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ PP◆▼▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥
❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❙ ❝r✐t❡r✐♦♥
J(a, b) =
1
2
‖y − g(Ma)‖2
=
1
2
‖y −Ma− b(Ma)⊙ (Ma)‖2 ✭✸✳✸✮
✾✶
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✸✳✷✮✳ ❆❢t❡r ❡st✐♠❛t✐♥❣ a ❛♥❞ b✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
σˆ2 =
1
L
∥∥∥y −Maˆ− bˆ(Maˆ)⊙ (Maˆ)∥∥∥2 . ✭✸✳✹✮
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r e ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐✳✐✳❞ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦r
♦❢ θ = [aT , b, σ2]T ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ✭▼▲❊✮ ♦❢ θ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s θˆ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r
θˆ = [aˆT , bˆ, σˆ2]T ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❑❛②✱
✶✾✾✸✱ ❈❤❛♣✳ ✼✮ ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❤❡r❡ t♦ L→∞✳ ❙✐♥❝❡ L ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✭s♦♠❡ ❤✉♥❞r❡❞s
♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s✮ ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ ♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✶✳
❚❤❡ t✇♦ ▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✭✐✳❡✳✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s✮ ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
✭✸✳✸✮ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✸✳✷✮ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤✐s st✉❞② ✇✐❧❧
❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ♦♥❡ ❡st✐♠❛t♦r ♦♥❧②✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✶✳✹✳✶ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r s✉✐t❛❜❧❡ s❡ts ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ▼❆P ❛♥❞ ▼▲❊ ❡st✐♠❛t♦rs ❝♦✐♥❝✐❞❡✳
❚❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❞❡r✐✈❡s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼▲❊ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✳
✸✳✸✳✷ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ t❤❡ PP◆▼▼ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② t♦ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r b ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢
t❤❡ s❝❡♥❡✳ ❆♥ ❛r❜✐tr❛r② t❤r❡s❤♦❧❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧ ✐s ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ▲▼▼ ♦r ❜② ❛
❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✳✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠ ✭P❋❆✮ ♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭P❉✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ❢♦r ♣✐①❡❧✲❜②✲♣✐①❡❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ bˆ✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ▼▲❊ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡✱
✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ bˆ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✷
bˆ ∼ N (b, s2) ✭✸✳✺✮
✇❤❡r❡ s2 , s2(a, b, σ2) ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r bˆ✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ bˆ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs a✱ b ❛♥❞ σ2✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r y r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ▲▼▼ ✭✐✳❡✳✱ b = 0✮✱ t❤❡♥
bˆ ∼ N (0, s20) ✭✸✳✻✮
✇❤❡r❡ s20 = s
2(a, 0, σ2)✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❡st✐♥❣ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ t✇♦ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s H0 : y ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲▼▼H1 : y ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ PP◆▼▼. ✭✸✳✼✮
❍②♣♦t❤❡s✐s H0 ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② b = 0 ✇❤❡r❡❛s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ✭H1✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ b 6= 0✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡ t✇♦ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✐♥ ✭✸✳✼✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s H0 : bˆ ∼ N
(
0, s20
)
H1 : bˆ ∼ N
(
b, s21
) ✭✸✳✽✮
✇❤❡r❡ s21 = s
2(a, b, σ2) ❛♥❞ b 6= 0✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s2(a, b, σ2) ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✸✳✸✳
✶❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ▼▲❊s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✸✳✹✳
✷❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳
✾✷
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❑♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs a ❛♥❞ σ2
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r y ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r bˆ✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡
❜❡t✇❡❡♥ ❤②♣♦t❤❡s❡s H0 ❛♥❞ H1 ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st ✭●▲❘❚✮ ❢♦r ✭✸✳✽✮✳ ❯s✐♥❣ ✭✸✳✺✮ ❛♥❞
✭✸✳✻✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ bˆ ✉♥❞❡r t❤❡ t✇♦ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
p(bˆ|H0) =
(
1
2πs20
) 1
2
exp
(
− bˆ
2
2s20
)
✭✸✳✾✮
p(bˆ|H1) =
(
1
2πs21
) 1
2
exp
(
− (bˆ − b)
2
2s21
)
. ✭✸✳✶✵✮
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ●▲❘❚ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝
sup
b
p(bˆ|H1)
p(bˆ|H0)
✭✸✳✶✶✮
t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ p(bˆ|H1) ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❢♦r b = bˆ✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡st str❛t❡❣②
T =
bˆ
2
s20
H1
≷
H0
η ✭✸✳✶✷✮
✇❤❡r❡ η ✐s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❡st P❋❆ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
PFA = P
[
bˆ
2
s20
> η
∣∣∣∣H0
]
= 2P
[
bˆ
s0
< −√η
∣∣∣∣H0
]
= 2φ(−√η) ✭✸✳✶✸✮
✇❤❡r❡ φ(·) ✐s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡
t❤❛t t❤❡ t❡st ✭✸✳✶✷✮ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s21 ❛♥❞ ♦♥❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s
2
0 ✉♥❞❡r ❤②♣♦t❤❡s✐s H0✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥
✈❛❧✉❡ ♦❢ b✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ t❡st PD(b) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
PD(b) = P
[
bˆ
2
s20
> η
∣∣∣∣H1
]
= P
[
bˆ
2
s20
> η
∣∣∣∣b 6= 0
]
. ✭✸✳✶✹✮
❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦
PD(b) = P
[
bˆ − b
s1
<
−s0√η − b
s1
∣∣∣∣H1
]
+ P
[
bˆ − b
s1
>
s0
√
η − b
s1
∣∣∣∣H1
]
= 1 + φ
(−s0√η − b
s1
)
− φ
(
s0
√
η − b
s1
)
. ✭✸✳✶✺✮
■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ η✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ PD(b) ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ |b|✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ r❡s✉❧t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ✭✸✳✶✷✮ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ PFA ❛♥❞ PD(b)✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s0 ❛♥❞ s1 ✇❤♦s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢
t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✳
✾✸
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❯♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs a ❛♥❞ σ2
❚❤❡ t❡st ✭✸✳✶✷✮ ❛ss✉♠❡s ❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs a ❛♥❞ σ2 t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s20 = s
2(a, 0, σ2)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ bˆ ✉♥❞❡r
H0 ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡st✐♠❛t♦r sˆ20 ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
Tˆ =
bˆ
2
sˆ20
H1
≷
H0
η∗. ✭✸✳✶✻✮
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ sˆ20✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭❈❘▲❇✮ ♦❢
θ = [aT , b, σ2]T ✉♥❞❡r ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 ✭✐✳❡✳✱ b = 0✮ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✳
✸✳✸✳✸ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞
❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ st✉❞✐❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r θˆ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r θ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ PP◆▼▼✳ ❊q✳ ✭✸✳✶✮ s❤♦✇s t❤❛t y|a, b, σ2 ∼ N (g (Ma) , σ2■L)✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ y ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
f(y|a, b, σ2) =
(
1
2πσ2
)L
2
exp
(
−‖y − g (Ma) ‖
2
2σ2
)
. ✭✸✳✶✼✮
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❈❘▲❇ ❢♦r ❛♥② ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ θ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ y ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
CRLB(θ) = J−1F ✭✸✳✶✽✮
✇❤❡r❡ JF ✐s t❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡✸
[JF ]i,j = −Ey|θ
[
∂2 ln f(y|θ)
∂θi∂θj
]
i, j = 1, . . . , R+ 2.
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✸✳✷✮ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤❡
s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ✭✸✳✷✮ ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ R✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r a t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥ (R− 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s✉❜s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝❡❞✲r❛♥❦ ❋✐s❤❡r ♠❛tr✐① ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭❈❈❘▲❇✮✳ ❚❤❡ ❈❈❘▲❇ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●♦r♠❛♥ ❛♥❞ ❍❡r♦ ✭✶✾✾✵✮ ❢♦r
♣❛r❛♠❡t❡rs s❛t✐s❢②✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞✴♦r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ✐♥ ✭✸✳✷✮ ❝❛♥
❜❡ r❡✇r✐tt❡♥
uθ =
[
1TR 0 0
]
a
b
σ2
− 1 = cTθ − 1 = 0 ✭✸✳✶✾✮
❛♥❞
vθ =
[
−■R 0R 0R
]
a
b
σ2
 = Aθ  0R ✭✸✳✷✵✮
✇❤❡r❡ 1R ✐s ❛♥ R × 1 ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦♥❡s✱ c = [1TR, 0, 0]T ✐s ❛♥ (R + 2) × 1 ✈❡❝t♦r✱ A ✐s ❛♥ R × (R + 2) ♠❛tr✐①✱ uθ ✐s
t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✱ vθ ✐s ❛♥ R × 1 ♣✉r❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✈❡❝t♦r ✭s❡❡ ✭●♦r♠❛♥ ❛♥❞ ❍❡r♦✱ ✶✾✾✵✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮ ❛♥❞ 
❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❡r♠✇✐s❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ θ ✐s ❛♥ (R+1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s❡t ♦❢ RR+2✱ t❤❡ ❈❈❘▲❇
✸❚❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① JF ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ●✳
✾✹
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ θ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭●♦r♠❛♥ ❛♥❞ ❍❡r♦✱
✶✾✾✵✮
CCRLB(θ) = QJ−1F ✭✸✳✷✶✮
✇✐t❤
Q = ■R+2 − J−1F ∇uθ
{∇uTθ J−1F ∇uθ}∇uTθ
✇❤❡r❡✱ ❢r♦♠ ✭✸✳✶✾✮✱ ∇uθ = c ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ uθ✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❈❈❘▲❇ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞
s✐♥❝❡ t❤✐s ♠❛tr✐① r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥t ❈❘▲❇ J−1F ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r c✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
♥♦ ❛r❜✐tr❛r② r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ❈❈❘▲❇ ♦❢ b ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ (R+ 1)t❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ CCRLB(θ) ❞❡♥♦t❡❞ ❛s CCRLB(b;a, σ2)✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ bˆ ✉♥❞❡r ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 ✐s
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ ✭✸✳✶✻✮✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ s20 ❛s ❢♦❧❧♦✇s
sˆ20 = CCRLB(0; aˆ, σˆ
2) ✭✸✳✷✷✮
✇❤❡r❡ aˆ ❛♥❞ σˆ2 ❛r❡ t❤❡ ▼▲❊s ♦❢ a ❛♥❞ σ2✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤s st✉❞② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r
❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✸✳✶✻✮✱ ✇❤❡r❡ sˆ20 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✷✷✮✱ ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛✳
✸✳✸✳✹ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛
❊st✐♠❛t✐♦♥
❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭✸✳✶✻✮ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r bˆ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ▼▲❊ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ✉s✉❛❧❧②
r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡r② ❝♦♥t❡①t ✭✐✳❡✳✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ L ❛♥❞ ❤✐❣❤ s✐❣♥❛❧ t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭SNR✮✮✳ ❋♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t
♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡s❡ ♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ R = 3 ♠❛t❡r✐❛❧s ✭✐✳❡✳✱
❣r❡❡♥ ❣r❛ss✱ ♦❧✐✈❡ ❣r❡❡♥ ♣❛✐♥t ❛♥❞ ❣❛❧✈❛♥✐③❡❞ st❡❡❧ ♠❡t❛❧✮ ✇❤♦s❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r s♣❡❝tr❛✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ L = 826 ❜❛♥❞s✱
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐❜r❛r✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊◆❱■ s♦❢t✇❛r❡ ✭❘❙■ ✭❘❡s❡❛r❝❤ ❙②st❡♠s ■♥❝✳✮✱
✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♠✐①t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✹
Mixture M0 → a = [0.3, 0.6, 0.1]T , b = 0, σ2 = 3× 10−3
Mixture M1 → a = [0.5, 0.1, 0.4]T , b = 0, σ2 = 3× 10−3
Mixture M2 → a = [0.3, 0.6, 0.1]T , b = 0.2, σ2 = 3× 10−3
Mixture M3 → a = [0.3, 0.6, 0.1]T , b = 0, σ2 = 1× 10−3.
❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❈❈❘▲❇ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡
❡rr♦rs ✭▼❙❊s✮
▼❙❊(bˆ) =
1
N
N∑
n=1
[
bˆn − bn
]2
, i = 1, . . . , R+ 2 ✭✸✳✷✸✮
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r b✱ ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s t♦ ❜❡ ✉♥♠✐①❡❞ ❛♥❞ bˆn ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ nt❤ ❛❝t✉❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r bn ✳
✹◆♦t❡ t❤❛t M1✱ M2 ❛♥❞ M3 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ a✱ b ❛♥❞ σ
2 ✐♥ M0✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✾✺
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ▼❙❊s ♦❢ t❤❡ ▼▲❊ ✭❜❧✉❡ ❝r♦ss❡s✮ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r b ✈❡rs✉s L ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❈❈❘▲❇s ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ▼❙❊s ♦❢ t❤❡ ▼▲❊ ✭❜❧✉❡ ❝r♦ss❡s✮ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r b ✈❡rs✉s σ2 ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❈❈❘▲❇s ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮✳
❋✐❣✳ ✸✳✶ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ▼❙❊s ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r✺✱ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ N = 20000 ♥♦✐s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✱
✺❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✭❆❧t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳
✾✻
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❈❈❘▲❇ ✈❡rs✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❥✉st❡❞ ❜② ❛ r❡❣✉❧❛r
s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ L = 826 ❜❛♥❞s✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ▼▲❊ ❢♦r t❤❡s❡ ❢♦✉r ♠✐①t✉r❡s
s✐♥❝❡ t❤❡ ▼❙❊s ✭❝r♦ss❡s✮ ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❈❘▲❇s ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡s✮✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❋✐❣✳ ✸✳✷ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ▼❙❊s ♦❢ t❤❡ ▼▲❊ ✭❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ N = 20000 ♥♦✐s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ L = 826✮ ✇✐t❤
t❤❡ ❈❈❘▲❇ ✈❡rs✉s t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ❢♦r t❤❡ ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s M0 t♦ M2✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
♣r♦♣❡rt② ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ2✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ▼❙❊s ♦❢ t❤❡ ▼▲❊ ✭❜❧✉❡ ❝r♦ss❡s✮ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r b ❛♥❞ R = 3, 4, 5, 6 ✈❡rs✉s σ2
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❈❘▲❇s ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮✳
❋✐❣✳ ✸✳✸ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ▼❙❊s ♦❢ t❤❡ ▼▲❊ ✭❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ N = 20000 ♥♦✐s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ L = 826✮ ✇✐t❤ t❤❡
❈❈❘▲❇ ✈❡rs✉s t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ❢♦r R = 3, 4, 5, 6✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r❡s❡♥t❡❞
❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❝r❡t❡✱ ♠✐❝❛❝❡♦✉s ❧♦❛♠ ❛♥❞ ❜❛r❡ r❡❞ ❜r✐❝❦✳ ❚❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♠✐①t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs
R = 3 : a = [0.3, 0.6, 0.1]T , b = 0.2
R = 4 : a = [0.2, 0.3, 0.3, 0.2]T , b = 0.1
R = 5 : a = [0.1, 0.15, 0.15, 0.2, 0.4]T , b = −0.2
R = 6 : a = [0.15, 0.20, 0.25, 0.1, 0.1, 0.2]T , b = −0.1
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼▲❊ ♦❢ b ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ R✳ ❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝
♥♦r♠❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ ▼▲❊ ♦❢ b ✐s t❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ bˆ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ♠✐①t✉r❡sM0 t♦M3✳
❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ bˆ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ N = 20000 ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r✉♥s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❣❧❡ s❛♠♣❧❡
✾✼
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ❣♦♦❞♥❡ss✲♦❢✲✜t t❡sts ❑❛② ✭✶✾✾✽✮ ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ s❡t t♦ 0.05 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
❢♦✉r s❡ts ♦❢ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r✉♥s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦M0 t♦M3✮✳ ❚❤❡ ❢♦✉r t❡sts ❤❛✈❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭✐✳❡✳✱
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ bˆ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ p−✈❛❧✉❡s ✭0.93; 0.79; 0.58 ❛♥❞ 0.72 ❢♦r
M0 t♦ M3✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♠❡❛♥ ✐s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r b ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❈❈❘▲❇✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❍✐st♦❣r❛♠s ♦❢ bˆ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r
♠✐①t✉r❡s M0 t♦ M3✳
❉❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ P❋❆ ✭❣✐✈❡♥ ❜② ✭✸✳✶✸✮✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ P❋❆ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
P empFA (η) =
1
N
N∑
n=1
dn(η) ✭✸✳✷✹✮
✇✐t❤
dn(η) =
 0, ✐❢ Tn < η1, ✐❢ Tn > η ✭✸✳✷✺✮
✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦✐s② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠✐①t✉r❡ ✉♥❞❡r H0✱ η ✐s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t❡st t❤r❡s❤♦❧❞✱ Tn ✐s
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❡st st❛t✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ nt❤ ♥♦✐s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ dn(·) ✐s ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✭dn(·) = i ♠❡❛♥s
❤②♣♦t❤❡s✐s Hi ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✇✐t❤ i ∈ {0, 1}✮✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ P❋❆ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
✾✽
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❈❈❘▲❇
P appFA (η) =
1
N
N∑
n=1
dˆn(η) ✭✸✳✷✻✮
✇❤❡r❡
dˆn(η) =
 0, ✐❢ Tˆn < η1, ✐❢ Tˆn > η. ✭✸✳✷✼✮
❋✐❣✳ ✸✳✺ ❝♦♠♣❛r❡s PFA✱ P
emp
FA ❛♥❞ P
appr
FA ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ η ❢♦r N = 20000 ♥♦✐s② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♠✐①t✉r❡ M0✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✜rst s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ P❋❆s ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❈❈❘▲❇
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ t❡st ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ P❋❆✳ ❋✐❣✳ ✸✳✻ s❤♦✇s t❤❡ t❡st
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ r❡❝❡✐✈❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❘❖❈s✮ ✭❑❛②✱ ✶✾✾✽✱ ♣✳ ✼✹✲✼✺✮ ❢♦r a = [0.3, 0.6, 0.1]T ❛♥❞
σ2 = 3× 10−3 ✭SNR = L−1σ−2 ‖gb (a)‖2 ≃ 15❞❇✮✳ ❋♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ b ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞ ✉♥❞❡r ❤②♣♦t❤❡s✐s
H1✱ ✐✳❡✳✱ b = 5σ2✱ b = 10σ2✱ b = 15σ2 ❛♥❞ b = 20σ2✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❘❖❈s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❘❖❈s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
P empD (η) =
1
N
N∑
n=1
dn(η) ✭✸✳✷✽✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❆❝t✉❛❧ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✭❜❧✉❡ ♣❧✉s✮ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✭❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s✮ P❋❆s✳
❛♥❞
P appD (η
∗) =
1
N
N∑
n=1
dˆn(η) ✭✸✳✷✾✮
❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤②♣♦t❤❡s✐s H1✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡st
♣r♦✈✐❞❡s s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
a✱ b ❛♥❞ σ2 ❛r❡ ❦♥♦✇♥✮✳
✾✾
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❆❝t✉❛❧ ✭❧✐♥❡s✮✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✭♣❧✉s✮ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✭❝✐r❝❧❡s✮ r❡❝❡✐✈❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
✭❘❖❈s✮ ❢♦r b = 5σ2 ✭❜❧✉❡✮✱ b = 10σ2 ✭r❡❞✮✱ b = 15σ2 ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ b = 20σ2✭❜❧❛❝❦✮✳
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② t❡st✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢
❛ 100 × 100 s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ PP◆▼▼✳ ❚❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs an, n = 1, . . . , 10000✱
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❧❧ ♣✐①❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 = 3× 10−3✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ SNR ≃ 15❞❇✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡t {5σ2, 10σ2, 20σ2, 30σ2}✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❢♦✉r
❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❧❡✈❡❧s✳ ❋✐❣✳ ✸✳✼ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣s ✉s✐♥❣
t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r PFA = 0.01 ❛♥❞ PFA = 0.05✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ✭r❡s♣✳ ❜❧❛❝❦✮ ♣✐①❡❧s ❛r❡
❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ✭r❡s♣✳ ❧✐♥❡❛r❧②✮ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣✐①❡❧s✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❚❛②❧♦r✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❆❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ b ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣s ❢♦r PFA = 0.01 ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ PFA = 0.05 ✭r✐❣❤t✮
✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❇❧❛❝❦ ✭r❡s♣✳ ✇❤✐t❡✮ ♣✐①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣✐①❡❧s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r❧②
✭r❡s♣✳ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧②✮ ♠✐①❡❞✳
❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ PP◆▼▼ t♦ ❞❡t❡❝t ✈❛r✐♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐s t❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛ 100×100 s②♥t❤❡t✐❝
✶✵✵
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
✐♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ R = 3 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✐♠❛❣❡
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐❜r❛r✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊◆❱■ s♦❢t✇❛r❡ ✭❘❙■ ✭❘❡s❡❛r❝❤ ❙②st❡♠s ■♥❝✳✮✱
✷✵✵✸✮ ✭✐✳❡✳✱ ❣r❡❡♥ ❣r❛ss✱ ♦❧✐✈❡ ❣r❡❡♥ ♣❛✐♥t ❛♥❞ ❣❛❧✈❛♥✐③❡❞ st❡❡❧ ♠❡t❛❧✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r
50×50 s✉❜✲✐♠❛❣❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ✜rst s②♥t❤❡t✐❝ s✉❜✲✐♠❛❣❡ S1 ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣
♠♦❞❡❧ ✭▲▼▼✮✳ ❆ s❡❝♦♥❞ s✉❜✲✐♠❛❣❡ S2 ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
✭❋❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❋❛♥ ♠♦❞❡❧✑ ✭❋▼✮✳ ❆ t❤✐r❞ s✉❜✲✐♠❛❣❡ S3 ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭●❇▼✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✱❜✮✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ ❢♦✉rt❤ s✉❜✲✐♠❛❣❡ S4 ❤❛s
❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ PP◆▼▼✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✉❜✲✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs an, n = 1, . . . , 2500✱
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t②
❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❧❧ s✉❜✲✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ SNR = 15❞❇✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞r❛✇♥ ✐♥ t❤❡ s❡t (0, 1) ❢♦r t❤❡ ●❇▼ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
b ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ t❤❡ s❡t (−0.3, 0.3) ❢♦r t❤❡ PP◆▼▼✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ▲❡❢t✿ ❆❝t✉❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r s✉❜✲✐♠❛❣❡s S1 ✭▲▼▼✮✱ S2 ✭❋▼✮✱ S3 ✭●❇▼✮ ❛♥❞ S4 ✭PP◆▼▼✮✳
❘✐❣❤t✿ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❇❧❛❝❦ ✭r❡s♣✳ ✇❤✐t❡✮ ♣✐①❡❧s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣✐①❡❧s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r❧② ✭r❡s♣✳ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧②✮ ♠✐①❡❞✳
❋✐❣✳ ✸✳✽ ✭r✐❣❤t✮ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●▲❘❚ ❢♦r PFA = 0.05✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ●❇▼ ❛♥❞
t❤❡ PP◆▼▼✱ ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ▲▼▼ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞
❛s ❧✐♥❡❛r❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣✐①❡❧s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❋▼✱ ♦♥❧② ❛❧♠♦st ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t s✐♠♣❧❡①✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✳ ❚❤✐s r❡♠❛r❦ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✾ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣✐①❡❧s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❛①❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳
✸✳✸✳✺ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❛❧ ❞❛t❛
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ L = 189 s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s❝❡♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆❱■❘■❙ ❈✉♣r✐t❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦✈❡r
✶✵✶
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ P✐①❡❧s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r ✭r❡❞ ❝r♦ss❡s✮ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✭❜❧✉❡ ❞♦ts✮ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r s✉❜✲✐♠❛❣❡s S1
✭▲▼▼✮✱ S2 ✭❋▼✮✱ S3 ✭●❇▼✮ ❛♥❞ S4 ✭PP◆▼▼✮✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❝❛s❡ ▲▼▼
✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✳
❛ ♠✐♥✐♥❣ s✐t❡ ✐♥ ◆❡✈❛❞❛✱ ✐♥ ✶✾✾✼✳ ❚❤❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭❈❧❛r❦
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦❢ s✐③❡ 190 × 250 ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② st✉❞✐❡❞
❜② ◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ❛♥❞ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✭✷✵✵✺✮ t♦ t❡st t❤❡ ❱❈❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ R = 14 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s
❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ❱❈❆✳ ❚❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ❤❛s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❆❱■❘■❙ ✐♠❛❣❡ ♦❢ 190×250 ♣✐①❡❧s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❈✉♣r✐t❡ s❝❡♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♥❛t✉r❛❧
❝♦❧♦rs✳
❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ PP◆▼▼ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs✱
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡
♠❛♣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ R = 14 ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ♣✉r❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ PP◆▼▼ ❛r❡
✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ PP◆▼▼ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
✶✵✷
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❋♦✉rt❡❡♥ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❈✉♣r✐t❡ s❝❡♥❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❋♦✉rt❡❡♥ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❈✉♣r✐t❡ s❝❡♥❡✳
♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠✐①t✉r❡s ✈✐❛ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r b✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r
♠❛♣ ❢♦r t❤❡ ❈✉♣r✐t❡ s❝❡♥❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛♣s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r
✶✵✸
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛♣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ t❡st ✭✸✳✶✻✮ ❢♦r ❛❧❧ ♣✐①❡❧s
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r t✇♦ P❋❆s✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts s♦♠❡ str✉❝t✉r❡s✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ r♦❛❞ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛t t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t
❝♦r♥❡r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r PFA = 10−2✳ ❆ s♣r❡❛❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛r❡❛ ✐s ❛❧s♦ ❞❡t❡❝t❡❞ ✭❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛♣ ♦❢ ✭❈❧❛r❦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✮ t❤❛t t❤✐s ❛r❡❛ ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❦✐♥❞s
♦❢ ❑❛♦❧✐♥✐t❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r s❤♦✇s t❤❛t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢
❑❛♦❧✐♥✐t❡ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ▲❡❢t✿ ♠❛♣ ♦❢ bˆ ❢♦r t❤❡ ❈✉♣r✐t❡ s❝❡♥❡✳ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ ❢♦r PFA = 10
−2 ✭♠✐❞❞❧❡✮
❛♥❞ ❢♦r PFA = 10
−6 ✭r✐❣❤t✮✳ ❇❧❛❝❦ ✭r❡s♣✳ ✇❤✐t❡✮ ♣✐①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣✐①❡❧s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r❧② ✭r❡s♣✳
♥♦♥❧✐♥❡❛r❧②✮ ♠✐①❡❞✳
✸✳✸✳✻ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❆ ✜rst ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ❞❡t❡❝t♦r ❞❡❝✐❞❡❞ ✐❢ ❛ ♣✐①❡❧ ♦❢ ❛
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♦r r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡✳ ■t ❛ss✉♠❡❞
t❤❛t t❤❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❆ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ PP◆▼▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s
♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t♦rs s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
♦❢ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐ts
♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥
s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s
✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❲❤❡♥ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s t♦♦ r❛r❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦r t♦♦ ♠✐①❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❞✐✣❝✉❧t
♦r ❡✈❡♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✐ts s♣❡❝tr✉♠ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❊❊❆✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ❛❧❧♦✇s s✉❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧s t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ r♦❛❞ ✐♥ t❤❡ ❈✉♣r✐t❡ ✐♠❛❣❡✮✳
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❞❡t❡❝t ✉♥✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ✐t
✐s ♥♦t ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r st✉❞✐❡s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡
❛♥❛❧②s✐s ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❢♦r❝❡ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳
✶✵✹
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
✸✳✹ ❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ▲▼▼✲❜❛s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧ ♦❢ ❛ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♦r r❡s✉❧ts
❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✸✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥❧②
♦♥ t❤❡ ▲▼▼ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② t❤❛t
❞❡✜♥❡s t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❜❡❧♦♥❣s t♦
❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ t❤❛t ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉❧❧ ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❆s ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✸✱
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳
✸✳✹✳✶ ▼✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s
▲❡t y ❜❡ t❤❡ L× 1 ♣✐①❡❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ L ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s✳ ❚❤❡ ▲▼▼ ❛ss✉♠❡s t❤❛t y r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ♠✐①t✉r❡
♦❢ R ❦♥♦✇♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs m1, . . . ,mR ❛s ❢♦❧❧♦✇s
y =Ma+ e ✭✸✳✸✵✮
✇❤❡r❡M = [m1, . . . ,mR] ✐s t❤❡ L×R ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ar ♦❢ a = [a1, . . . , aR]T ❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s
♦❢ ❡❛❝❤ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❛♥❞ e ✐s ❛♥ L×1 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r s✉❝❤ t❤❛t e ∼ N (0L, σ2■L)✳
❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r a s❛t✐s❢② t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
R∑
r=1
ar = 1, ar ≥ 0, ∀r ∈ {1, . . . , R} . ✭✸✳✸✶✮
❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ H ❞❡✜♥❡❞ ❜②
H :
{
z
∣∣∣∣z =Ma, R∑
r=1
ar = 1
}
. ✭✸✳✸✷✮
■♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❝❛s❡✱ H ❧✐❡s ✐♥ ❛♥ (R − 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ▲▼▼✳
❆s ✐♥ ❉♦❜✐❣❡♦♥ ❛♥❞ ❋é✈♦tt❡ ✭✷✵✶✸✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
y =Ma+ µ+ e ✭✸✳✸✸✮
✇❤❡r❡ µ ✐s ❛♥ L× 1 ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✈❡❝t♦r t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ H✱ ✐✳❡✳✱ µ /∈ H ❛♥❞ a s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✷✮✳
◆♦t❡ t❤❛t µ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐① M ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r a ❛♥❞ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s µ(M,a)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts M ❛♥❞ a ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❢♦r ❜r❡✈✐t②✳
●✐✈❡♥ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r y✱ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜✐♥❛r② ❤②♣♦t❤❡s✐s
t❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿  H0 : y ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✳✸✵✮H1 : y ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✸✳✸✸✮. ✭✸✳✸✹✮
❯s✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ e✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ E[y|H0] =Ma ∈ H ✇❤❡r❡❛s E[y|H1] =Ma+ µ /∈ H✳ ❆s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡
δ2(y) = min
z∈H
‖y − z‖2 ✭✸✳✸✺✮
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧ y ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ H t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭H0 ♦r H1✮ ✐s tr✉❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t
♣❛r❛❣r❛♣❤ st✉❞✐❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ δ2(y) ✉♥❞❡r t❤❡ t✇♦ ❤②♣♦t❤❡s❡s H0 ❛♥❞ H1✳
✶✵✺
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
✸✳✹✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ δ2(y) ✉♥❞❡r ❤②♣♦t❤❡s❡s H0 ❛♥❞ H1
❲❡ ♥♦✇ ❞❡s✐❣♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ❢♦r ❤②♣♦t❤❡s❡s H0 ❛♥❞ H1 ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ δ2(y) ✉♥❞❡r ❡❛❝❤
❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r✱ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✸✸✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s
y˜ = y −mR = Kc+ µ+ e ✭✸✳✸✻✮
✇❤❡r❡ c = [a1, . . . , aR−1]T ✐s (R− 1)× 1 ❛♥❞ K = [m1 −mR, . . . ,mR−1 −mR] ✐s L× (R− 1)✳ ❍❡♥❝❡✱ δ2(y) ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ✭▲❙✮ ♣r♦❜❧❡♠
δ2(y) = min
c∈R(R−1)
‖y˜ −Kc‖2 . ✭✸✳✸✼✮
■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
cˆLS =
(
KTK
)−1
KT y˜ ✭✸✳✸✽✮
②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ L× 1 r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r eˆ
eˆ = y˜ −KcˆLS
=
[
■L −K
(
KTK
)−1
KT
]
y˜
= H (µ+ e) ✭✸✳✸✾✮
✇❤❡r❡ H = ■L −K
(
KTK
)−1
KT ✐s ❛♥ L × L ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ r❛♥❦ K = L − R + 1✳ ❯s✐♥❣ δ2(y) = eˆT eˆ ❛♥❞
eˆ ∼ N (Hµ, σ2H)✱ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ✭P❛♣♦✉❧✐s✱ ✶✾✾✶✮
1
σ2
δ2(y)|H1 ∼ χ2K
(
µTHµ
σ2
)
✭✸✳✹✵✮
✇❤❡r❡ χ2K (λ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥♦♥❝❡♥tr❛❧ χ
2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ K ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞ ♥♦♥❝❡♥tr❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r λ✳
❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ δ2(y) ✉♥❞❡r H0 ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ µ = 0 ✐♥ ✭✸✳✹✵✮✱ ②✐❡❧❞✐♥❣
1
σ2
δ2(y)|H0 ∼ χ2K (0) = χ2K ✭✸✳✹✶✮
✇❤❡r❡ χ2K ✐s t❤❡ χ
2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ K ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ δ2(y) ✉♥❞❡r H0 ❛♥❞
H1 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♠❛tr✐① M ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✉s✉❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✈❡❝t♦r µ✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ st✉❞② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✳
✸✳✹✳✸ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ δ2(y) ✉♥❞❡r ❤②♣♦t❤❡s❡s H0 ❛♥❞ H1 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ σ2 ❛♥❞ ♦♥ µ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
✉s✉❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❲❡ ❛❞❞r❡ss ✜rst t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❜✉t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② µ ✭✉♥❞❡r
H1✮ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳
❑♥♦✇♥ σ2✱ ✉♥❦♥♦✇♥ µ
❋♦r ❦♥♦✇♥ σ2✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ δ2(y) ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❦♥♦✇♥ ✉♥❞❡r H0 ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ✉♥❞❡r H1✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛
st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② µ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ H0 ❛♥❞ H1✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st
T =
δ2(y)
σ2
H1
≷
H0
η ✭✸✳✹✷✮
✶✵✻
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
✇❤❡r❡ η ✐s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠ ✭P❋❆✮ ♦❢ t❤❡ t❡st
PFA = P
[
T > η
∣∣∣∣H0] ✭✸✳✹✸✮
♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱
η = F−1
χ2
K
(1− PFA) ✭✸✳✹✹✮
✇❤❡r❡ F−1
χ2
K
✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ χ2K✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ µ✱ t❤❡ ♣♦✇❡r PD(µ)
♦❢ t❤❡ t❡st ✐s
PD(µ) = 1− Fχ2
K
(λ)(η) ✭✸✳✹✺✮
✇❤❡r❡ Fχ2
K
(λ) ✐s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ χ
2
K (λ)✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ λ = σ
−2µTHµ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭P❉✮ PD(µ) ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ λ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ η✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s s❡♥s❡✱ ❛s
t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣♦✇❡r µTHµ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ H✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥
✐♥ ♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ t❡st ✭✸✳✹✷✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✳ ❲❡ st✉❞② ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ❢♦r
✉♥❦♥♦✇♥ σ2 ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✳
❯♥❦♥♦✇♥ σ2✱ ✉♥❦♥♦✇♥ µ
❲❤❡♥ σ2 ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ✭✸✳✹✷✮ ❜② ✐ts ❡st✐♠❛t❡ σˆ2✳ ❚❤✐s
②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡st
T ∗ =
δ2(y)
σˆ2
H1
≷
H0
η ✭✸✳✹✻✮
✇❤❡r❡ η ✐s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✹✹✮✳ ❚❤❡ P❋❆ ❛♥❞ P❉ ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✸✳✹✻✮ ❛r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
P ∗FA = P
[
T ∗ > η
∣∣∣∣H0] = P [T > σˆ2σ2 η
∣∣∣∣H0]
P ∗D(µ) = P
[
T ∗ > η
∣∣∣∣H1] = P [T > σˆ2σ2 η
∣∣∣∣H1] . ✭✸✳✹✼✮
❚❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ σ2✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ T ❛♥❞ T ∗ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❢ t❤❡ t❡sts ✭✸✳✹✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✻✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ σ2 ✉♥❞❡r H0
✭σˆ2
▼▲❊
= δ2(y)/L✮ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t t❡st ✐♥ ✭✸✳✹✻✮ ✭✐✳❡✳✱ T ∗ = L✮✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ σ2 t❤r♦✉❣❤ ❛♥
❡✐❣❡♥❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ N ♣✐①❡❧s ❛ss✉♠❡❞ t♦ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡
❡st✐♠❛t❡ σˆ2 ✐s t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ p ≤ L s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳
❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ p✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤✳
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ PFA ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ η ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✸✳✹✸✮✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ T ∗ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ✐❢ σ2 ✐s
♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ σˆ2 > σ2✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ P ∗FA ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✸✳✹✻✮ t❤❛t ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ PFA ♦❢ t❤❡ t❡st
✭✸✳✹✷✮✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ σˆ2 < σ2✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ T ∗ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ P ∗FA ≥ PFA✳ ❚❤✉s✱ ✐t s❡❡♠s
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ σ2 t♦ ❡♥s✉r❡ P ∗FA ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ PFA ✜①❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐❧❧
❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✹✳✹ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r
st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✸✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t t❤✐♥❦ ♦❢ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ▼▲❊ ♦❢ σ2 ❛♥❞ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ✐ts
✶✵✼
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
✈❛r✐❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❘▲❇ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ✭s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ▼▲❊ ♦❢ b ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤
✸✳✸✮✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦
σˆ2▼▲❊ ∼ N
(
σ2,
2σ4
L
)
✭✸✳✹✽✮
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ σ2 ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✐ts ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❈❘▲❇ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢
t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✸✳✹✽✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✭♥✉❧❧✮ t❡st st❛t✐st✐❝✳
✸✳✹✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✿ ❦♥♦✇♥ σ2✱ ✉♥❦♥♦✇♥ µ
❲❡ ✜rst ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✸✳✹✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s σ2 ❦♥♦✇♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ R = 3
♠❛t❡r✐❛❧s ✭❣r❡❡♥ ❣r❛ss✱ ♦❧✐✈❡ ❣r❡❡♥ ♣❛✐♥t ❛♥❞ ❣❛❧✈❛♥✐③❡❞ st❡❡❧ ♠❡t❛❧✮ ✇❤♦s❡ s♣❡❝tr❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s mr ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
L = 826 ❜❛♥❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐❜r❛r✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊◆❱■ s♦❢t✇❛r❡ ✭❘❙■ ✭❘❡s❡❛r❝❤
❙②st❡♠s ■♥❝✳✮✱ ✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ✐s ✜①❡❞ t♦ a = [0.3, 0.6, 0.1]T ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦ σ2 = 10−3✳
❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② µ ✐s s❡t ❛s ❢♦❧❧♦✇s
µ = ν
R−1∑
i=1
R∑
j=i+1
aiajmi ⊙mj ✭✸✳✹✾✮
✇❤❡r❡ ν ✐s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t {0.4, 0.5, 0.6, 0.7}✳ ❚❤✐s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✭●❇▼✮ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮ ✇✐t❤ γi,j = ν ❢♦r ❛❧❧ (i, j)✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r♠ ✐♥ ✭✸✳✹✾✮ ✇❛s
❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ν✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✭N = 20000 ♥♦✐s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✮ r❡❝❡✐✈❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❘❖❈s✮ ✭❑❛②✱ ✶✾✾✽✱ ♣✳ ✼✹✲✼✺✮ ❢♦r t❤❡
t❡st ✭✸✳✹✷✮✳ ❊❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ν ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥❝❡♥tr❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r λ = σ−2µTHµ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❝❡♥tr❛❧ χ2
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ λ ≈ 49 t♦ λ ≈ 150✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❡st ✭✸✳✹✷✮ ✐♠♣r♦✈❡s
❢♦r ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ✭♦r ν✮✳
❙②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✿ ✉♥❦♥♦✇♥ σ2✱ ✉♥❦♥♦✇♥ µ
❲❡ ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ✇❤❡♥ σ2 ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✐ts ❡st✐♠❛t❡ σˆ2✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺ s❤♦✇s
t❤❡ ❘❖❈s ♦❢ t❡st ✭✸✳✹✻✮ ❢♦r λ = 70 ❛♥❞ ❢♦r t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ σˆ2✿ 0.95σ2✱ σ2 ❛♥❞ 1.05σ2✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ❘❖❈s ❝♦✐♥❝✐❞❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t❡s σˆ2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ P❋❆✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ P❋❆
✐s ✜①❡❞ t♦ PFA = 0.1 ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡❞✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ PD ✐s ❛r♦✉♥❞ PD ≈ 0.65 ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✸✳✶✺ ✭♠✐❞❞❧❡✮✮✳ ■❢ σˆ2 = 0.95σ2✱ t❤❡ P❋❆ ♦❢ t❡st ✭✸✳✹✻✮ r✐s❡s t♦ P ∗FA ≈ 0.41✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ P ∗D ≈ 0.92✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱
✐❢ σˆ2 = 1.05σ2✱ t❤❡ P❋❆ ♦❢ t❡st ✭✸✳✹✻✮ ❢❛❧❧s t♦ P ∗FA ≈ 0.01✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ P ∗D ≈ 0.27✳
❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r t♦ ❞❡t❡❝t ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✱ ✇❡ ✉♥♠✐①❡❞
❛ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ N = 104 ♣✐①❡❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ R = 3
❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✹✳✹✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧
y(n) =Ma(n) + cos(θ)µ1(n) + sin(θ)µ2(n) + en ✭✸✳✺✵✮
❢♦r n = 1, . . . , N ✱ ✇❤❡r❡ en ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r s✉❝❤ t❤❛t en ∼ N
(
0L, σ
2■L
)
❛♥❞
µ1(n) = b [(Ma(n))⊙ (Ma(n))] ✭✸✳✺✶✮
✶✵✽
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❆❝t✉❛❧ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✭❞✐❛♠♦♥❞s✮ r❡❝❡✐✈❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❘❖❈s✮ ♦❢
t❤❡ ✜rst t❡st ✭❦♥♦✇♥ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❢♦r ν = 0.4 ✭❜❧✉❡✮✱ ν = 0.5 ✭r❡❞✮✱ ν = 0.6 ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ ν = 0.7 ✭❜❧❛❝❦✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❘❖❈s ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✸✳✹✻✮ ✭✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❢♦r σˆ2 = 0.95σ2 ✭❧❡❢t✮✱ σˆ2 = σ2
✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ σˆ2 = 1.05σ2 ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ PFA = 0.1 ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦
❧✐♥❡s✳
✇❤❡r❡ ⊙ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ b ✐s ❛ ✜①❡❞ r❡❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② µ1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✸ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ L × 1 ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✈❡❝t♦r
✶✵✾
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
µ2(n) ✐s ❜✉✐❧t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t µ2(n) ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ M ❛♥❞ t♦ µ1(n) ✇✐t❤ ‖µ1(n)‖ = ‖µ2(n)‖ ✭‖·‖
❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ℓ2 ♥♦r♠✮✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ θ ∈ [0, π/2] ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ µ1(n) ❛♥❞ µ2(n) ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣
‖cos(θ)µ1(n) + sin(θ)µ2(n)‖2 ❂ ‖µ1(n)‖2 ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s
✐♥t♦ t✇♦ t❡r♠s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ❝❛♥♥♦t ✐❞❡♥t✐❢② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s t❤❛t
❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ µ1 s✐♥❝❡ t❤✐s ❞❡t❡❝t♦r ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛❝❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦♥t♦ µ1✳
❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s ✇❛s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r 50× 50 s✉❜✲✐♠❛❣❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ✜rst s②♥t❤❡t✐❝ s✉❜✲✐♠❛❣❡ S1
✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭▲▼▼✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s✉❜✲✐♠❛❣❡s S2✱ S3 ❛♥❞ S4 ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✺✵✮ ✇✐t❤ b = 0.1 ❛♥❞ θ ∈ {π/4, 3π/8, π/2}✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✉❜✲✐♠❛❣❡✱ t❤❡
❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs an, n = 1, . . . , 2500✱ ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞
s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❧❧ s✉❜✲✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 = 10−3
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ SNR ≈ 21❞❇✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
❡st✐♠❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ p ✭❢♦r ✺✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ r✉♥s✮✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❛t ✜①✐♥❣ p = L− (R− 1)
♣r♦✈✐❞❡s ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ σ2 ❢♦r t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② ♣✐①❡❧s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s ♦❢ R ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✐s (R − 1)✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻ ❝♦♠♣❛r❡s
t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❘❖❈s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡sts
✭❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❘❖❈s ❢♦r t❤❡ t❡st st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✸ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛②❡❞
✐♥ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻ ✭t♦♣ ❧❡❢t✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ P❋❆ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡
t❤r❡❡ ♦t❤❡r s✉❜✜❣✉r❡s ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✶✻ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❘❖❈s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ✱
t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r µ1 ✐s ❧❛r❣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
PP◆▼▼ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✸ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ t❡sts st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✭t♦♣ r✐❣❤t s✉❜✜❣✉r❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❡st ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✸ ❞❡❣r❛❞❡s ❛s t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② t❤❛t ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ µ1 ❜❡❝♦♠❡s
♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ✭❜♦tt♦♠ s✉❜✜❣✉r❡s✮✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡sts ✭❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r❧②✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ t✇♦ t❡sts s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡sts ✭✸✳✹✷✮
❛♥❞ ✭✸✳✹✻✮ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡ ♦♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭✸✳✸✾✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✭❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✮
✇❤✐❧❡ t❤❡ t❡st st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✸ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
♦❢ ❈r❛♠èr✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦sts ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳
S1 S2 S3 S4
L− p = 1
✶✾✳✾✹ ✷✶✳✸✷ ✷✵✳✻✾ ✶✾✳✾✻
✭±0.27✮ ✭±0.35✮ ✭±0.30✮ ✭±0.27✮
L− p = 2
✾✳✾✾ ✾✳✾✽ ✾✳✾✾ ✾✳✾✾
✭±0.01✮ ✭±0.01✮ ✭±0.01✮ ✭±0.01✮
L− p = 3
✾✳✾✼ ✾✳✾✼ ✾✳✾✽ ✾✳✾✼
✭±0.01✮ ✭±0.01✮ ✭±0.01✮ ✭±0.01✮
L− p = 4
✾✳✾✺ ✾✳✾✺ ✾✳✾✻ ✾✳✾✻
✭±0.01✮ ✭±0.01✮ ✭±0.01✮ ✭±0.01✮
L− p = 5
✾✳✾✹ ✾✳✾✹ ✾✳✾✹ ✾✳✾✹
✭±0.01✮ ✭±0.01✮ ✭±0.01✮ ✭±0.01✮
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ▼❡❛♥s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✭✐♥ ❜r❛❝❦❡ts✮ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭×10−4✮ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ p ✭σ2 = 10−3✮✳
✶✶✵
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❘❖❈s ♦❢ t❤❡ t❡sts ✭✸✳✹✷✮ ✭r❡❞ ❧✐♥❡s✮✱ ✭✸✳✹✻✮ ✭❜❧✉❡ ❝r♦ss❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ t❡st st✉❞✐❡❞ ✐♥
♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✸ ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮ ❢♦r S1 t♦ S4✳
❘❡❛❧ ❞❛t❛
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ▲▼▼✲❜❛s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞
❞❡t❡❝t♦r st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✸ ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ 190 × 250 ♣✐①❡❧s ❈✉♣r✐t❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✸✳✸✳ ❚❤❡ R = 14 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ❱❈❆✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✼ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs ❢♦r PFA = 10−2 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ PFA = 10−6 ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡s ✜rst
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❞❡t❡❝t♦rs ♣r♦✈✐❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡
▲▼▼✲❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t♦r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ P❋❆✱
t❤❡ ▲▼▼✲❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❞❡t❡❝ts ♠♦r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ❧✐♥❡❛r✴♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠✐①t✉r❡s✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ ♦♥❡ t❡st ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡
♦t❤❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡st ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳ ❚❤❡ ▲▼▼✲❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❡st ✇❤✐❝❤
❞♦❡s ♥♦t ❛ss✉♠❡ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ✐s
♠❛✐♥❧② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s✳
✸✳✹✳✺ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧
❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❋♦r ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥
♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜② ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t♦r
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✐❣❡♥❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ✐ts ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡❝t ✈❛r✐♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳
✶✶✶
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❈✉♣r✐t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ▲▼▼✲❜❛s❡❞ ✭❜♦tt♦♠✮
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs ❢♦r PFA = 10
−2 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ PFA = 10
−6 ✭r✐❣❤t✮✳ ❇❧❛❝❦ ✭r❡s♣✳ ✇❤✐t❡✮ ♣✐①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ♣✐①❡❧s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r❧② ✭r❡s♣✳ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧②✮ ♠✐①❡❞✳
✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ✜rst
❞❡t❡❝t♦r ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✳ ❆ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t✲
❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t♦rs ✇❡r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ t❡st t❤r❡s❤♦❧❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠✱ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❚❤✐s ❞❡t❡❝t♦r r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❦♥♦✇♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇❛s
✉♥❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ❡✐❣❡♥❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ❛r❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ✐ts ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞
t♦ ❞❡t❡❝t ✈❛r✐♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳
❚❤❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❞❡t❡❝t♦rs ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ■t
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ st✉❞② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❡sts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts
t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❉❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ▲▼▼ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② ❝♦❧♦r❡❞ ♥♦✐s❡ ✭t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦rs ✇❡r❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐✳✐✳❞✳ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✮✱ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✭✇❤❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✮✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts
✶✶✷
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ❛♥❞ ✉♥✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✭r❛r❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞
♠❛t❡r✐❛❧s✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧ ♠✐s✲s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ t❡sts ❛s t❤♦s❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❜② ❘❛♠s❡② ✭✶✾✻✾✮✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❞❡t❡❝t♦rs ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❢✉s❡❞✳
❚❤❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ▲▼▼✲❜❛s❡❞✮ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ t❡st st❛t✐st✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞
♠✉st ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❲❤❡♥ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❊❊❆ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs✳ ■❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ t♦♦ ❤✐❣❤❧② ♠✐①❡❞ ✭♥♦ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮✱ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❥♦✐♥t ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣✐①❡❧✲❜②✲♣✐①❡❧ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛❦❡s
s❡♥s❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐①❡❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
♣✐①❡❧s✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ s♠♦♦t❤❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❜②
r❡♠♦✈✐♥❣ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣✐①❡❧s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r❧② ✭r❡s♣✳ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧②✮ ♠✐①❡❞✱ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ♣✐①❡❧s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧②
✭r❡s♣✳ ❧✐♥❡❛r❧②✮ ♠✐①❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❈❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❥♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣
❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳
▼❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ♣✐①❡❧✲❜②✲♣✐①❡❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡sts ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ t♦ s❡❧❡❝t ♣✐①❡❧s ♦r r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲▼▼ ❢♦r ❙❯✳
✶✶✸
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ♣✐①❡❧ ♣❛r ♣✐①❡❧ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡s
❝♦♠♣♦s❛♥ts s♦♥t ❝♦♥♥✉s ✭♥♦♠❜r❡ ❡t s♣❡❝tr❡s✮✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❞ét❡❝t❡✉r ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❡st✐♠é
❞✉ ♠♦❞è❧❡ PP◆▼▼✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✮✳ ▲❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs
♦♥t été ❛♣♣r♦❝❤é❡s ♣❛r ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❈r❛♠ér✲❘❛♦ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ PP◆▼▼✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❥✉st❡r
❧❡ s❡✉✐❧ ❞✉ t❡st ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ♦❜s❡r✈é à ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s
❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s♦♠♠❡✲à✲✉♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳ ❈❡ ❞ét❡❝t❡✉r s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❞✉ ❜r✉✐t ❡st ❝♦♥♥✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡ ❧✬❡st✐♠❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞
❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés s♦♥t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés à ❞ét❡❝t❡r ❡t s♦♥
❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉r ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ♦♥t ✐❧❧✉stré ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r
❞ét❡❝t❡r ❞✐✈❡rs❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳
▲❡s ❞❡✉① ❞ét❡❝t❡✉rs ♣r♦♣♦sés ♦♥t ❞♦♥♥é ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦♠❡tt❡✉rs ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t
✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❡s t❡sts ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s à
❞ét❡❝t❡r✳ ▲❡s é❝❛rts ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❝♦❧♦ré ✭❧❡s ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❜r✉✐t ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♦♥t été s✉♣♣♦sés êtr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és ❞❛♥s
❝❡tt❡ ét✉❞❡✮✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ✭s✐ ❡①tr❛✐t❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✮✱ ❧❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s
rés✉❧t❛♥t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ♦✉ ♣❛r ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♥♦♥✲✐❞❡♥t✐✜és ✭♠❛tér✐❛✉① r❛r❡♠❡♥t
r❡♣rés❡♥tés✮✳ ▲✬❡①❛♠❡♥ ❞❡ ❝❡s t②♣❡s ❞❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉rr❛✐t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s t❡sts ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s✱
❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ❘❛♠s❡② ✭✶✾✻✾✮✳ ❆✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
❞ét❡❝t❡✉rs ♣♦✉rr❛✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳
▲❡s ❞❡✉① ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ♣r♦♣♦sés ✭❜❛sés s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ PP◆▼▼ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮ s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡
❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❛
♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡t ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡st✐♠é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲♦rsq✉❡
❞❡s ♣✐①❡❧s ♣✉rs s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé
❛✈❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ♣r♦♣♦sés✳ ❙✐ ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t tr♦♣ ❢♦rt❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣és
✭❛✉❝✉♥ ♣✐①❡❧ ♣✉r ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✮✱ ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sés ✭q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐tr❡
♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✮ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡
♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés
❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t✳
❊♥✜♥✱ ❧❡s ❞❡✉① ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ♣r♦♣♦sés s♦♥t ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣✐①❡❧ ♣❛r ♣✐①❡❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧
❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣✐①❡❧ ❞♦♥♥é ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧✐é❡s ❛✉①
♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❛♥s ❧❡s ♣✐①❡❧s ✈♦✐s✐♥s✳ Pr❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés
♣♦✉rr❛✐t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❧✉s ✏❧✐ss❡s✑ ❡♥ ❡♥❧❡✈❛♥t ❧❡s ♣✐①❡❧s ✐s♦❧és ❡t ❞ét❡❝tés ❝♦♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
✭r❡s♣✳ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t✮ ♠é❧❛♥❣és✱ ❡♥t♦✉rés ♣❛r ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞ét❡❝tés ❝♦♠♠❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✭r❡s♣✳ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t✮
♠é❧❛♥❣és✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❡t ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s✉♣❡r✈✐sé t♦✉t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ♣♦✉r
✶✶✹
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠❛❥❡✉r❡s✳ ❉❡✉① t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ♣✐①❡❧ ♣❛r
♣✐①❡❧ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ♣rés❡♥ts s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ▲❡s t❡sts ♣r♦♣♦sés s♦♥t r❛♣✐❞❡s à
♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ♣✐①❡❧s ♦✉ ❞❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧✳
✶✶✺
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
✶✶✻
❈❤❛♣t❡r ✹
❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❥♦✉r♥❛❧ ♣❛♣❡r ✭❆❧t♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✮ ✭s✉❜♠✐tt❡❞✮✳
❈♦♥t❡♥ts
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ♣✐①❡❧ ♣❛r ♣✐①❡❧ ❜❛sé s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ PP◆▼▼ ❛ été ♣r♦♣♦sé
❡t ❛ ❞♦♥♥é ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s ♦ù ❞❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳
❈❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❛ été ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ét❛♣❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ PP◆▼▼✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés
st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡
st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ t❡st✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ s✉♣❡r✈✐sé ❡t
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s s♣❛✲
t✐❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✱ ❞é❥à ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣❛r ❊❝❤❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣♦✉rr❛✐t
é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥
♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛②és✐❡♥ s✉♣❡r✈✐sé ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ✭❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✮ ❡t ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st s✉♣❡r✈✐sé ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t s✉♣♣♦sés ❝♦♥♥✉❡s ✭❝❤♦✐s✐❡s ♣❛r♠✐ ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♦✉ ❡①tr❛✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s rés✐❞✉❡❧❧❡s ✭❘❈❆✮ ✭❑❛❧❛✐t③✐s ❛♥❞ ▲❛✇r❡♥❝❡✱ ✷✵✶✷✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉
❞é♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✱ ❧❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐❢s✱
❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❛✉① t❡r♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬êtr❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐sés✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦♥✲
❧✐♥é❛r✐tés ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ à ❛♥❛❧②s❡r
❡st ♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡ ❡♥ ré❣✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés s♦♥t ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞♦♥t ❧❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s♣❛t✐❛❧❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ P♦tts✲▼❛r❦♦✈✳ ❙✐ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ✭♦✉ ♥✐✈❡❛✉①✮
ét❛✐❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✭♠é❧❛♥❣❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✈s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✮✱ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s❡r❛✐t ❜✐♥❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❞❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s
❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ré❣✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❡t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s✳ ▲❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ét✉❞✐és ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ s✉♣♣♦s❡♥t ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♠♠❡♥t ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és ✭✐✳✐✳❞✳✮ s♣❡❝tr❛❧❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ré❝❡♥ts tr❛✈❛✉① ♠❡♥és s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ré❡❧❧❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❜❛♥❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ à
❧✬❛✉tr❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s ❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❜❛②és✐❡♥✱ ❞❡s ❧♦✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♣♣r♦♣r✐é❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❘❈❆
♣r♦♣♦sé✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✱ ❧❡s ❤②♣❡r♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s✱ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s
❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ▲❛ ❧♦✐ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s
❡st✐♠❛t❡✉rs ❜❛②és✐❡♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
à ❝❛✉s❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r ❡t ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡✮✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ▼❈▼❈ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✐str✐❜✉és s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❞✬✐♥térêt✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❣é♥érés s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❜❛②és✐❡♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s
❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳
✶✶✽
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
✹✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ♣✐①❡❧✲❜②✲♣✐①❡❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ PP◆▼▼ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❤❛s
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ❞❡t❡❝t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ❙❯ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ st❛t✐s✲
t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡
t❡st st❛t✐st✐❝✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❙❯ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ ❜② ❊❝❤❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❢♦r ❧✐♥❡❛r
❙❯✱ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ♦❝❝✉r✳ ❚❤✐s st✉❞② ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ s✉♣❡r✈✐s❡❞
❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❥♦✐♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✭❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐❜r❛r② ♦r ❡①tr❛❝t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ❜② ❛♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❊❊❆✮✮✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣
♠♦❞❡❧ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✭❘❈❆✮ ✭❑❛❧❛✐t③✐s ❛♥❞ ▲❛✇r❡♥❝❡✱ ✷✵✶✷✮✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❙❯ ♦❢
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❡r♠s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ●❛✉ss✐❛♥
♣r♦❝❡ss❡s ✭●Ps✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s t♦ ❜❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ▲▼▼✲❜❛s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞
✐♥t♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ●P✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♠❛❣❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❧❛❜❡❧s ✇❤♦s❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ P♦tts✲▼❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞✳ ❈♦♥✲
s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ✭❧✐♥❡❛r ✈s✳ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s✮ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❜✐♥❛r② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s st✉❞②
❛❧❧♦✇s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ r❡❣✐♦♥s t♦ ❜❡ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ❞✐✛❡r❡♥t ●Ps✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ♠♦st ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛ss✉♠❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭✐✳✐✳❞✳✮ ♥♦✐s❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ r❡❛❧
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ♥♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
■♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❘❈❆ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡ ●P ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳
❚❤❡ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t♦rs
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
✭▼❈▼❈✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s❛♠♣❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t♦rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s s✉❝❤ ❛s ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✳
✹✳✸ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ N ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧ s♣❡❝tr❛ yn = [yn,1, . . . , yn,L]T , n ∈ {1, . . . , N} ✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s♣❡❝tr❛ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ R ❦♥♦✇♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs mr✱ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞
❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠ φn ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡
yn =
R∑
r=1
ar,nmr + φn + en
= Man + φn + en, n = 1, . . . , N ✭✹✳✶✮
✶✶✾
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
✇❤❡r❡ mr = [mr,1, . . . ,mr,L]T ✐s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ rt❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡✱ ar,n ✐s ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ nt❤ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ en ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ③❡r♦✲♠❡❛♥
●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ0 = ❞✐❛❣
(
σ2
)
✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s en ∼ N (0L,Σ0)✱ ✇❤❡r❡
σ2 = [σ21 , . . . , σ
2
L]
T ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ L ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛♥❞ ❞✐❛❣
(
σ2
)
✐s ❛♥ L × L ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r σ2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ t❡r♠ φn = [φ1,n, . . . , φL,n]
T ✐♥ ✭✹✳✶✮ ✐s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ L × 1 ❛❞❞✐t✐✈❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ nt❤ ♣✐①❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✈❡❝t♦r
♥♦t❛t✐♦♥s M = [m1, . . . ,mR] ❛♥❞ an = [a1,n, . . . , aR,n]T ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✶✮✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮✿ ✶✮ t❤✐s ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣
♠♦❞❡❧ ✭▲▼▼✮ ❢♦r φn = 0L✱ ✷✮ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮ ✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❢ ❦✐♥❞s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ st✉❞✐❡❞ ❜② ❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ✭❋▼✮✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✭●❇▼✮ ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮✱
❛♥❞ t❤❡ PP◆▼▼ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳
❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ t❡r♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮✱ ❛❧❧ ❛❞❞✐t✐✈❡ t❡r♠s ❛r❡
❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r φn✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉♦❜✐❣❡♦♥ ❛♥❞ ❋é✈♦tt❡ ✭✷✵✶✸✮
❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ r♦❜✉st ▲▼▼✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❜✮✳
❚❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs an s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
R∑
r=1
ar,n = 1, ar,n > 0, ∀r ∈ {1, . . . , R} . ✭✹✳✷✮
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② φn 6= 0L✮✳ ❚❤❡ t✇♦ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥
♠♦❞❡❧ ❢♦r ❥♦✐♥t ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
✹✳✹ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s A = [a1, . . . ,aN ]
✭s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✷✮✮✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ {φn}n=1,...,N ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r σ2✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣r✐♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳✱ A = [a1, . . . ,aN ] ❛♥❞ σ2✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s {φn}n=1,...,N ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✹✳✺✳
✹✳✹✳✶ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ s❤♦✇s t❤❛t yn|M,an,φn,σ2 ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥Man+φn
❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ0✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s yn|M,an,φn,σ2 ∼ N (Man + φn,Σ0)✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Y ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
f(Y|M,A,Φ,σ2) ∝ |Σ0|−N/2etr
[
− (Y −X)
TΣ−10 (Y −X)
2
]
✭✹✳✸✮
✇❤❡r❡ Φ = [φ1, . . . ,φN ]
T ✐s ❛♥ L×N ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♠❛tr✐①✱ etr(·) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ tr❛❝❡ ❛♥❞ X =MA+Φ
✐s ❛♥ L×N ♠❛tr✐①✳
✶✷✵
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
✹✳✹✳✷ Pr✐♦r ❢♦r t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① A
❯s✐♥❣ t❤❡ ▲▼▼ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✳✷✮✱ ❡❛❝❤ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s an = [cTn , aR,n]
T ✇✐t❤ cn = [a1,n, . . . , aR−1,n]T
❛♥❞ aR,n = 1−
∑R−1
r=1 ar,n✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡ t❤❛t cn ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡①
S =
{
c
∣∣∣∣∣cr > 0, ∀r ∈ 1, . . . , R− 1,
R−1∑
r=1
cr < 1
}
✭✹✳✹✮
❚♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛ss✐❣♥ ♥♦♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
t♦ t❤❡ N ✈❡❝t♦rs cn✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐♦r
f(cn) ∝ ✶S (cn) , n ∈ {1, . . . , N} ✭✹✳✺✮
✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✈❡❝t♦r cn✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ♣r✐♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ N ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs {an}n=1,...,N ❧❡❛❞s
t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❥♦✐♥t ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
f(C) =
N∏
n=1
f(cn) ✭✹✳✻✮
✇❤❡r❡ C = [c1, . . . , cN ] ✐s ❛♥ (R− 1)×N ♠❛tr✐①✳
✹✳✹✳✸ Pr✐♦r ❢♦r t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s
❆ ❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞ σ2ℓ
f(σ2ℓ ) ∝
1
σ2ℓ
✶R+
(
σ2ℓ
)
✭✹✳✼✮
✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢♦r t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✭s❡❡ ✭❇❡r♥❛r❞♦ ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ✶✾✾✹✮ ❢♦r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✮✳ ❆s✲
s✉♠✐♥❣ ♣r✐♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
f(σ2) =
L∏
ℓ=1
f(σ2ℓ ). ✭✹✳✽✮
✹✳✺ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s st✉❞② t♦ ❡①♣❧♦✐t s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳
■t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐①❡❧ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts
♣r❡s❡♥t ✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ K ❝❧❛ss❡s ❞❡♥♦t❡❞
❛s C0, . . . , CK−1✳ ▲❡t Ik ⊂ 1, . . . , N ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧ ✐♥❞❡①❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ kt❤ ❝❧❛ss ✭k = 0, . . . ,K− 1✮✳
❆♥ N × 1 ❧❛❜❡❧ ✈❡❝t♦r z = [z1, . . . , zN ]T ✇✐t❤ zn ∈ {0, . . . ,K − 1} ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡
♣✐①❡❧✱ ✐✳❡✳✱
yn ∈ Ck ⇔ n ∈ Ik ⇔ zn = k. ✭✹✳✾✮
■♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✈❡❝t♦rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳
✶✷✶
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
✹✳✺✳✶ Pr✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♠❛tr✐① Φ
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ▲▼▼ ❢♦r φn = 0L✳ ❋♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✐t ♠❛❦❡s
s❡♥s❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝❧❛ss C0✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r φn ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✉♣♦♥ zn = 0 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
f(φn|zn = 0) =
L∏
ℓ=1
δ(φℓ,n). ✭✹✳✶✵✮
■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭✐✳❡✳✱ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✮ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱ ♠❛✐♥❧②
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s φn ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐① M✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ✈❛r②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❧✐❡❢ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ❋r♦♠ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
r❡❣✐♦♥s ♦r ❝❧❛ss❡s ✇❤❡r❡ s✐♠✐❧❛r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦❝❝✉r✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞✐✈✐❞❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞
♣✐①❡❧s ✐♥t♦ K − 1 ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t♦ ❛ss✐❣♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐♦rs ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✈❡❝t♦rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s✳
❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✭♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s✮ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❛♥❞♦♠✳ ❆ss✉♠❡ yn ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ kt❤ ❝❧❛ss✳
❚❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠ φn ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●P ✭k = 1, . . . ,K − 1✮
φn|M, zn = k, s2k ∼ N
(
0L, s
2
kKM
)
, ✭✹✳✶✶✮
✇❤❡r❡ KM ✐s ❛♥ L×L ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐① M ❛♥❞ s2k ✐s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❤②♣❡r♣❛✲
r❛♠❡t❡r t❤❛t t✉♥❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ kt❤ ❝❧❛ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ❝❧❛ss s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♦r✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ KM✱ ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧② ♦♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②♠♠❡t✲
r✐❝ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❦❡r♥❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t②
❙❝❤♦❧❦♦♣❢ ❛♥❞ ❙♠♦❧❛ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤✐s ❦❡r♥❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
[KM]i,j =
(
mTi,:mj,:
)2
, i, j ∈ {1, . . . , L} , ✭✹✳✶✷✮
✇❤❡r❡ ⊙ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ ✭t❡r♠✇✐s❡✮ ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ mi,: ❞❡♥♦t❡s t❤❡ it❤ r♦✇ ♦❢ M✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❦❡r♥❡❧s
❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✭♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❡♥❞♠❡♠❜❡rs✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① KM ✐♥ ✭✹✳✶✷✮ ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ❜✐❧✐♥❡❛r ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs mr, r = 1, . . . , R✳ ▼♦r❡✱ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♠❛tr✐① KM ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s
KM = QQ
T
✇❤❡r❡ Q = [m1 ⊙m1, . . . ,mR ⊙mR,
√
2m1 ⊙m2, . . . ,
√
2mR−1 ⊙mR] ✐s ❛♥ L × R(R + 1)/2 ♠❛tr✐①✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
s❤♦✇♥ t❤❛t ✭✹✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ φn ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s mi ⊙ mj ✭❛s ✐♥
✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮✮ ❛♥❞ ❜② ♠❛r❣✐♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉s✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜②
s2k✳ ▼❛r❣✐♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❜❡✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s2k ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❦❡r♥❡❧ s✐♠✐❧❛r t♦ ✭✹✳✶✷✮ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❜✮ ❛♥❞ t❤❛t ♦t❤❡r ❦❡r♥❡❧s s✉❝❤
❛s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ♦t❤❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✭❑❛❧❛✐t③✐s ❛♥❞ ▲❛✇r❡♥❝❡✱ ✷✵✶✷✮✳
✶✷✷
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
✹✳✺✳✷ Pr✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛❜❡❧ ✈❡❝t♦r z
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❧❛❜❡❧s z1, . . . , zN ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥
{0, . . . ,K − 1} ✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡t {zn}n=1,...,N ❢♦r♠s ❛ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞✳ ❚♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐①❡❧s✱ ❛ ▼❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r zn ❣✐✈❡♥ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs
zV(n) ✱ ✐✳❡✳✱
f(zn|z\n) = f(zn|zV(n)) ✭✹✳✶✸✮
✇❤❡r❡ V(n) ✐s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ nt❤ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ z\n = {zn′}n′ 6=n✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤✐s st✉❞② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡
P♦tts✲▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✈❡r② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❊❝❤❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ●✐✈❡♥
❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ z ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ N ♣✐①❡❧s✱ t❤❡ ❍❛♠♠❡rs❧❡②✲❈❧✐✛♦r❞ t❤❡♦r❡♠ ②✐❡❧❞s
f(z) =
1
G(β)
exp
β N∑
n=1
∑
n′∈V(n)
δ(zn − zn′)
 ✭✹✳✶✹✮
✇❤❡r❡ β > 0 ✐s t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ G(β) ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ✭♦r ♣❛rt✐t✐♦♥✮ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ δ(·) ✐s t❤❡ ❉✐r❛❝
❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ V(n)✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶ s❤♦✇s t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❡✐❣❤t ♣✐①❡❧ str✉❝t✉r❡ ✭♦r ✷✲♦r❞❡r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡
❝❤❛♣t❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ✹✲♣✐①❡❧ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✽✲♣✐①❡❧ ✭r✐❣❤t✮ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣✐①❡❧ ❛♣♣❡❛r ❛s ❛
❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡ ✇❤❡r❡❛s ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✇❤✐t❡✳
❚❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r β t✉♥❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s
♦❢ β ②✐❡❧❞ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ β ❧❡❛❞ t♦ ❢❡✇❡r ❛♥❞ ❧❛r❣❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
r❡❣✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ str❛t❡❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② P❡r❡②r❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳
✹✳✺✳✸ ❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ♣r✐♦rs
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs
{
s2k
}
k=1,...,K
✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❞❥✉st✱ ✐t ✐s t❤❡ ♥♦r♠ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡♠ ✐♥
t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✭❘♦❜❡rt✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② r❡q✉✐r❡s
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✳
✶✷✸
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡✲❣❛♠♠❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
s2k|γ, ν ∼ IG(γ, ν), ∀k ∈ {1, . . . ,K} ✭✹✳✶✺✮
✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤❡r❡ (γ, ν) ❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✜①❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡
❛ ♥♦♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r ❢♦r s2k ✭(γ, ν) = (1, 1/4) ✐♥ ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ♣r✐♦r
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
f(s2|γ, ν) =
K−1∏
k=1
f(s2k|γ, ν). ✭✹✳✶✻✮
✇❤❡r❡ s2 = [s21, . . . , s
2
K ]
T ✳
✹✳✻ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r
✹✳✻✳✶ ▼❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤ ✭❉❆●✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s
✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✺ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳
γ

ν



β
		
s2



M
++
z
''
A
		
Φ
ww
σ2
ssY
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❉❆● ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ♣r✐♦rs ✭t❤❡ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❜♦①❡s✮✳
❆ss✉♠✐♥❣ ♣r✐♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ A, (Φ, z) ❛♥❞ σ2✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ (Φ,θ) ✇❤❡r❡ θ = (C, z,σ2, s2)
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
f(θ,Φ|Y,M) ∝ f(Y|M,θ,Φ)f(Φ|M, z, s2)f(θ),
✇❤❡r❡ f(θ) = f(C)f(σ2)f(z)f(s2)✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Φ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
f(θ|Y,M) ∝ f(θ)
∫
f(Y|M,θ,Φ)f(Φ|M, z, s2)dΦ
∝ f(θ)f(Y|M,θ) ✭✹✳✶✼✮
✇❤❡r❡
f(Y|M,θ) =
∫
f(Y|M,θ,Φ)f(Φ|M, z, s2)dΦ ✭✹✳✶✽✮
∝
K−1∏
k=0
∏
n∈Ik
1
|Σk| 12
exp
[
−1
2
y¯TnΣ
−1
k y¯n
]
✶✷✹
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
✇✐t❤ Σ0 = ❞✐❛❣
(
σ2
)
✱ Σk = s2kKM + Σ0 ✭k = 1, . . . ,K − 1✮ ❛♥❞ y¯n = yn − Man✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s
♠❛r❣✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♠❛tr✐① Φ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ s2 = [s21, . . . , s
2
K ]
T ✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❘❈❆✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍ ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ♦✈❡r Φ ✐♥ ✭✹✳✶✽✮✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
✭✹✳✶✼✮✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❡✣❝✐❡♥t ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s❛♠♣❧❡s
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✶✼✮✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♣❛rt ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✇❤✐❝❤
✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s❛♠♣❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✶✼✮✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r ✐s t♦ s❛♠♣❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❘♦❜❡rt ❛♥❞ ❈❛s❡❧❧❛✱ ✷✵✵✹✱ ❈❤❛♣✳ ✶✵✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❜❧♦❝❦ ●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s❛♠♣❧❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ N ❧❛❜❡❧s ✐♥ z✱ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① A✱
t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s σ2 ❛♥❞ s2 ✉s✐♥❣ ♠♦✈❡s t❤❛t ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤s✳
✹✳✻✳✷ ❙❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜❡❧s
❋♦r t❤❡ nt❤ ♣✐①❡❧ ✭n ∈ {1, . . . , N}✮✱ t❤❡ ❧❛❜❡❧ zn ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧②
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
P (zn = k|yn,M,θ\zn) ∝ f(yn|M, s2, zn = k,an)f(zn|z\n), ✭✹✳✶✾✮
✇❤❡r❡ θ\zn ❞❡♥♦t❡s θ ✇✐t❤♦✉t zn✱ k = 0, . . . ,K − 1 ✭❢♦r ❑ ❝❧❛ss❡s✮✳ ❚❤❡s❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡
P (zn = k|yn,M,θ\zn) ∝
1
|Σk| 12
exp
β N∑
p=1
∑
p′∈V(p)
δ(zp − zp′)
 exp [−1
2
y¯TnΣ
−1
k y¯n
]
. ✭✹✳✷✵✮
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ s❛♠♣❧✐♥❣ zn ❢r♦♠ ✐ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❞r❛✇✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡
s❡t {0, . . . ,K − 1} ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✵✮✳
✹✳✻✳✸ ❙❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① A
❙❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ f(C|Y,M, z,σ2, s2) s❡❡♠s ❞✐✣❝✉❧t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
s❤♦✇♥ t❤❛t
f(C|Y,M, z,σ2, s2) =
N∏
n=1
f(cn|yn,M, zn,σ2, s2), ✭✹✳✷✶✮
✐✳❡✳✱ t❤❡ N ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs {an}n=1,...,N ❛r❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐♥ ❛
♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛♥♥❡r✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦
cn|yn,M, zn = k,σ2, s2 ∼ NS(c¯n,Ψn) ✭✹✳✷✷✮
✇❤❡r❡
Ψn =
(
M˜TΣ−1k M˜
)−1
c¯n = ΨnM˜
TΣ−1k y˜n
M˜ = [m1 −mR, . . . ,mR−1 −mR] ✭✹✳✷✸✮
✶✷✺
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
❛♥❞ y˜n = yn−mR✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ NS(c¯n,Ψn) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡
s✐♠♣❧❡① S ✇✐t❤ ❤✐❞❞❡♥ ♠❡❛♥ c¯n ❛♥❞ ❤✐❞❞❡♥ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Ψn✳ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✹✳✷✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②
✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P❛❦♠❛♥ ❛♥❞ P❛♥✐♥s❦✐ ✭✷✵✶✷✮✳
✹✳✻✳✹ ❙❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❢r♦♠ ✭✹✳✶✼✮ t❤❛t
f(σ2|Y,M,A, z, s2) =
L∏
ℓ=1
f(σ2ℓ |Y,M,A, z, s2), ✭✹✳✷✹✮
✇❤❡r❡
f(σ2ℓ |Y,M,A, z, s2) ∝
1
σ2ℓ
K−1∏
k=0
∏
n∈Ik
1
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exp
[
−1
2
y¯TnΣ
−1
k y¯n
]
✶R+
(
σ2ℓ
)
. ✭✹✳✷✺✮
❙❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✹✳✷✺✮ ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛♥ ❛❝❝❡♣t✴r❡❥❡❝t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ σ2ℓ ✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤②❜r✐❞ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲✇✐t❤✐♥✲●✐❜❜s s❛♠♣❧❡r✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
δℓ = log(σ
2
ℓ )✱ δℓ ∈ R✳ ❆ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ❢♦r δℓ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2ℓ ✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧s t♦ ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝✱ ❝♦♥✈❡rs❡❧② t♦ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡
✈❛r✐❛♥❝❡s σ2ℓ ❛r❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✉s t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ L
♣❛r❛❧❧❡❧ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❥✉st❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
❛♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛t❡ ❝❧♦s❡ t♦ 0.5✱ ❛s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐♥ ✭❘♦❜❡rt ❛♥❞ ❈❡❧❧✐❡r✱ ✶✾✾✽✱ ♣✳ ✽✮✳
✹✳✻✳✺ ❙❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r s2
■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❢r♦♠ ✭✹✳✶✼✮ t❤❛t
f(s2|Y,M,A, z,σ2, γ, ν) =
K−1∏
k=1
f(s2k|Y,M,A,σ2, γ, ν),
✇❤❡r❡
f(s2k|Y,M,A,σ2, γ, ν) ∝ f(s2k|γ, ν)
∏
n∈Ik
1
|Σk| 12
exp
[
−1
2
y¯TnΣ
−1
k y¯n
]
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❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✹✳✷✻✮✱ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✲
s♣❛❝❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs {s2k}k=1,...,K−1 ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛♥♥❡r ✭s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♣❞❛t❡s✮✳
❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡r✳
❆❢t❡r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ N▼❈ s❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ N❜✐ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡r ✭N❜✐ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t ❢r♦♠ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r✉♥s✮✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
✭▼❆P✮ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ✈❡❝t♦r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s zˆ▼❆P✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ ✈❡❝t♦r ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❡♥
✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼▼❙❊✮ ♦❢ A ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✉♣♦♥ z = zˆ▼❆P✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥♦✐s❡
✈❛r✐❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs {s2k}k=1,...,K−1 ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
s❛♠♣❧❡s ✭▼▼❙❊ ❡st✐♠❛t❡s✮✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ st✉❞✐❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳
✶✷✻
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
✹✳✼ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛
✹✳✼✳✶ ❋✐rst s❝❡♥❛r✐♦✿ ❘❈❆ ✈s✳ ❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❥♦✐♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✜rst ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜②
✉♥♠✐①✐♥❣ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ♦❢ 60 × 60 ♣✐①❡❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮✳ ❚❤❡ R = 3 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ✭✐✳❡✳✱ ❣r❡❡♥ ❣r❛ss✱ ♦❧✐✈❡ ❣r❡❡♥ ♣❛✐♥t ❛♥❞ ❣❛❧✈❛♥✐③❡❞ st❡❡❧ ♠❡t❛❧✮ ❤❛✈❡ L = 207 ❞✐✛❡r❡♥t
s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐❜r❛r✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊◆❱■ s♦❢t✇❛r❡ ✭❘❙■ ✭❘❡s❡❛r❝❤
❙②st❡♠s ■♥❝✳✮✱ ✷✵✵✸✮ ✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t t♦ K = 4✱ ✐✳❡✱ K − 1 = 3 ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞
♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs
{
s2k
}
k=1,...,3
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜①❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✶✶✮✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ ♠❛♣
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ β = 1.2 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ✭❧❡❢t✮✳ ❚❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs an, n = 1, . . . , 3600 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛♥❞♦♠❧②
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✜①❡❞
✉s✐♥❣
σ2ℓ = 10
−4
[
2− sin
(
π
ℓ
L− 1
)]
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t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ♥♦♥✲✐✳✐✳❞✳ ✭❝♦❧♦r❡❞✮ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
✏❘❈❆✲❙❯✑✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤✐s ❞❛t❛ s❡t ✇✐t❤ N▼❈ = 3000 ❛♥❞ N❜✐ = 1000✳ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ✭r✐❣❤t✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❧❛❜❡❧ ♠❛♣ ✭♠❛r❣✐♥❛❧ ▼❆P ❡st✐♠❛t❡s✮ ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧❛❜❡❧ ♠❛♣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥
♠❛tr✐① ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❈❆✲❙❯ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❘❈❆✲❙❯ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❝❝✉r❛t❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣
|s2k − sˆ2k|/s2k✱ ✇❤❡r❡ s2k ❛♥❞ sˆ2k ❛r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ kt❤ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s✳ ❚❤❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❆❝t✉❛❧ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ✭r✐❣❤t✮ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦✳
✶✷✼
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❆❝t✉❛❧ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❘❈❆✲❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❜❧✉❡✮ ❢♦r t❤❡
s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦✳
q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ✉s✐♥❣
t❤❡ r♦♦t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭❘◆▼❙❊✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ❜②
❘◆▼❙❊k =
√
1
NkR
∑
n∈Ik
‖aˆn − an‖2 ✭✹✳✷✽✮
✇✐t❤ Nk = ❝❛r❞(Ik) ❛♥❞ ✇❤❡r❡ an ❛♥❞ aˆn ❛r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ nt❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡✳ ❋♦r t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❍❡✐♥③ ❛♥❞ ❈✳✲■
❈❤❛♥❣✱ ✷✵✵✶✮ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ▲▼▼✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤
✭s❝❡♥❛r✐♦ ✷✮✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❘◆▼❙❊s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❋▲❈❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤✐s ✜rst ❞❛t❛
s❡t✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦✈✐❞❡ s✐♠✐❧❛r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s✳ ❋♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡
❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♥❞❧❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❋✐rst s❝❡♥❛r✐♦✿ ❈♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐① ✭N = 3600 ♣✐①❡❧s✮✳
❊st✐♠❛t❡❞ ❝❧❛ss❡s
C0 C1 C2 C3
❆❝t✉❛❧ ❝❧❛ss❡s
C0 659 0 0 0
C1 1 1274 2 0
C2 0 4 787 2
C3 0 0 0 871
✶✷✽
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❋✐rst s❝❡♥❛r✐♦✿ ❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
s21 s
2
2 s
2
3
❆❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ 0.01 0.1 1
❊st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r 2.76% 1.12% 0.28%
❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❘◆▼❙❊s ✭×10−2✮✿ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ✳
❈❧❛ss ★✵ ❈❧❛ss ★✶ ❈❧❛ss ★✷ ❈❧❛ss ★✸
❋❈▲❙ 0.38 15.23 29.95 42.79
❘❈❆✲❙❯ ✵✳✸✽ ✷✳✽✸ ✸✳✾✾ ✹✳✷✸
✹✳✼✳✷ ❙❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦✿ ❘❈❆ ✈s✳ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣
❉❛t❛ s❡t
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❥♦✐♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛
s❡❝♦♥❞ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ♦❢ 60×60 ♣✐①❡❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ R = 3 s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣✐①❡❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❢♦✉r ❝❧❛ss❡s ✭K = 4✮✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ ♠❛♣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ β = 1.2 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺ ✭❛✮✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss C0 ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ▲▼▼✳ ❚❤❡ ♣✐①❡❧s ♦❢ ❝❧❛ss C1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ●❇▼ ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮
yn =
R∑
r=1
ar,nmr +
R−1∑
i=1
R∑
j=i+1
γi,jai,naj,nmi ⊙mj + en ✭✹✳✷✾✮
✇❤❡r❡ n ∈ I1 ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs {γi,j} ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞r❛✇♥ ✐♥ [0.5, 1]✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss C2 ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ♣✐①❡❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ PP◆▼▼ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
yn =
R∑
r=1
ar,nmr + b
(
R∑
r=1
ar,nmr
)
⊙
(
R∑
r=1
ar,nmr
)
+ en ✭✹✳✸✵✮
✇❤❡r❡ n ∈ I2 ❛♥❞ b = 0.5 ❢♦r ❛❧❧ ♣✐①❡❧s ✐♥ ❝❧❛ss C2✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❧❛ss C3 ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✶✮
✇✐t❤ s2 = 0.1✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❧❧ ♣✐①❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✐✳✐✳❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 = 10−4✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡
r❛t✐♦ SNR ≃ 30❞❇✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐✳✐✳❞✳ ❢♦r ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛ss✉♠✐♥❣ ✐✳✐✳❞✳
●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❋✐❣✳ ✹✳✺ ✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦❣✲❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✐✳❡✳✱
log
(
‖φn‖2
)
❢♦r n = 1, . . . , 3600✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳
❯♥♠✐①✐♥❣
❉✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✿
• ❚❤❡ ❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❍❡✐♥③ ❛♥❞ ❈✳✲■ ❈❤❛♥❣✱ ✷✵✵✶✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❧✐♥❡❛r
♠✐①t✉r❡s✳
• ❚❤❡ ●❇▼✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❜✐❧✐♥❡❛r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳
✶✷✾
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
✭❛✮ ❆❝t✉❛❧ ❧❛❜❡❧ ♠❛♣✳ ✭❜✮ log
(
‖φn‖2
)
✳
✭❝✮ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ ✭PP◆▼▼✮✳ ✭❞✮ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ ✭❘❈❆✲❙❯✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ★✷✳
• ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ PP◆▼▼✳
• ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❘❈❆✲❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✭✹✳✶✮✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤✐s
❞❛t❛ s❡t ✇✐t❤ N▼❈ = 3000✱ N❜✐ = 2000✱ K = 4 ❛♥❞ β = 1.2✳
• ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❑✲❍②♣❡ ♠❡t❤♦❞ st✉❞✐❡❞ ❜② ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❜✮ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤
st❛t❡✲♦❢✲t❤❡ ❛rt ❦❡r♥❡❧ ❜❛s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✐s t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ s❡❝♦♥❞
♦r❞❡r s②♠♠❡tr✐❝ ❦❡r♥❡❧ ✇❤♦s❡ ●r❛♠ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✹✳✶✷✮✳ ❚❤✐s ❦❡r♥❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦♥ t❤✐s ❞❛t❛ s❡t t❤❛♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧s st✉❞✐❡❞ ❜② ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❜✮ ✭♥❛♠❡❧② t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱
s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❦❡r♥❡❧s✮✳ ❆❧❧ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❑✲❍②♣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✉s✐♥❣
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r✉♥s✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❘◆▼❙❊s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡s❡
r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲▼▼✲
❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❋❈▲❙✮ ❢♦r ❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❘❈❆✲❙❯ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r
✶✸✵
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
t❤❡ t❤r❡❡ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❘❈❆✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧
♠✐s✲s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ❆❜✉♥❞❛♥❝❡ ❘◆▼❙❊s ✭×10−2✮✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ★✷ ✳
❯♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦✳
❈❧❛ss ★✵ ❈❧❛ss ★✶ ❈❧❛ss ★✷ ❈❧❛ss ★✸
✭▲▼▼✮ ✭●❇▼✮ ✭PP◆▼▼✮ ✭❘❈❆✮
❋❈▲❙ ✵✳✸✺ 9.20 19.74 30.73
●❇▼ ✵✳✸✻ 3.05 15.24 29.53
PP◆▼▼ 0.65 ✶✳✸✼ ✵✳✹✽ 23.77
❑✲❍❨P❊ 3.24 3.28 3.14 ✸✳✹✷
❘❈❆✲❙❯ ✵✳✸✺ ✶✳✺✽ ✷✳✶✹ ✸✳✹✶
❚❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ q✉❛❧✐t② ✐s ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✭❘❊✮ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❘❊k =
√
1
NkL
∑
n∈Ik
‖yˆn − yn‖2 ✭✹✳✸✶✮
✇❤❡r❡ yn ✐s t❤❡ nt❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ yˆn ✐ts ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✺ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❘❊s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❘❊s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❘❈❆✲❙❯ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ♣✐①❡❧ ❝❧❛ss❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❘❊ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❑✲❍②♣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ❘❊s ✭×10−2✮✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ★✷✳
❯♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦✳
❈❧❛ss ★✵ ❈❧❛ss ★✶ ❈❧❛ss ★✷ ❈❧❛ss ★✸
✭▲▼▼✮ ✭●❇▼✮ ✭PP◆▼▼✮ ✭❘❈❆✮
❋❈▲❙ ✵✳✾✾ 2.17 1.33 ✸✳✶✵
●❇▼ 1.00 1.12 4.41 10.98
PP◆▼▼ ✵✳✾✾ ✶✳✵✶ ✵✳✾✾ 3.80
❑✲❍❨P❊ ✵✳✾✽ ✵✳✾✽ ✵✳✾✽ ✵✳✾✽
❘❈❆✲❙❯ 1.00 ✵✳✾✽ ✵✳✾✽ ✵✳✾✽
❋r♦♠ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❑✲❍②♣❡ ❛♥❞ ❘❈❆✲❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦✈✐❞❡s s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣s✳ ❚❤❡ PP◆▼▼ ❛♥❞ ❘❈❆✲❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣❡r❢♦r♠
s✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❜♦t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♠♦r❡ ❞❡❡♣❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❈❆✲❙❯✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛rt✳
◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r st✉❞✐❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ❙❯ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡
❛❧❛r♠ ♦❢ t❤❡ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t t♦ P❋❆ = 0.05✳ ❋✐❣s✳ ✹✳✺ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮ s❤♦✇ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❇♦t❤ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❧♦❝❛t❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ r❡❣✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❘❈❆✲❙❯ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼❘❋✳
✶✸✶
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs s2k ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s✳ ■♥ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ [sˆ21, sˆ
2
2, sˆ
2
3] = [0.2, 1.4, 10] × 10−2✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦❢ ❝❧❛ss C1 ❛r❡ ❧❡ss s❡✈❡r❡ t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ ❝❧❛ss
C2 t❤❛t ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ ❝❧❛ss C3✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ st✉❞✐❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛ r❡❛❧ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡✳
✹✳✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ r❡❛❧ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡
✹✳✽✳✶ ❉❛t❛ s❡t
❚❤❡ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❱✐❧❧❡❧♦♥❣✉❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❆ s✉❜✲✐♠❛❣❡ ✭♦❢
s✐③❡ 41 × 29 ♣✐①❡❧s✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❤❡r❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✻✳ ❚❤❡
s❝❡♥❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠❛✐♥❧② ♦❢ r♦♦❢✱ r♦❛❞ ❛♥❞ ❣r❛ss ♣✐①❡❧s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ R = 3 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢
t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆✲❋■◆❉❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❲✐♥t❡r✱ ✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✼✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❘❡❛❧ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ▼❛❞♦♥♥❛ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❍②s♣❡① ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ s❝❛♥♥❡r ♦✈❡r ❱✐❧❧❡✲
❧♦♥❣✉❡✱ ❋r❛♥❝❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ s✉❜✲✐♠❛❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭r✐❣❤t✮✳
✹✳✽✳✷ ❙♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤✐s ❞❛t❛ s❡t ✇✐t❤ N▼❈ = 3000 ❛♥❞ N❜✐ = 1000✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❧❛ss❡s ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t t♦ K = 4 ✭♦♥❡ ❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss ❛♥❞ t❤r❡❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss❡s✮✳ ❚❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r
✭✹✳✶✹✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜①❡❞ t♦ β = 0.7✳ ❋✐❣✳ ✹✳✽ s❤♦✇s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❋❈▲❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ●❇▼✱ t❤❡ PP◆▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ❑✲❍②♣❡ ✭❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❘❈❆✲❙❯ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
st❛t❡✲♦❢✲t❤❡ ❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❚❛❜❧❡ ✹✳✻ s❤♦✇s t❤❛t ❑✲❍②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧♦✇❡r
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❋✐❣✳ ✹✳✾ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❘❈❆✲❙❯ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡
♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❍②❙✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ❛♥❞ ◆❛s❝✐♠❡♥t♦✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ❍②❙✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✶✸✷
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❚❤❡ R = 3 ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ◆✲❋✐♥❞r ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ▼❛❞♦♥♥❛ s✉❜✲✐♠❛❣❡✳
❛ss✉♠❡s ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✹✳✾
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦✈✐❞❡ s✐♠✐❧❛r ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
♦❢ ♥♦♥ ✐✳✐✳❞✳ ♥♦✐s❡ ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s s✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ t❤✐s r❡❛❧ ❞❛t❛s❡t s❤♦✇ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❘❈❆✲❙❯ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✻✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦rs✿ ❘❡❛❧ ✐♠❛❣❡✳
❯♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦✳ ❘❊ ✭×10−2✮
❋❈▲❙ 0.65
●❇▼ 0.65
PP◆▼▼ ✵✳✺✹
❑✲❍❨P❊ ✵✳✹✽
❘❈❆✲❙❯ ✵✳✹✽
✹✳✽✳✸ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥
❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ ✭♠❛♣ ♦❢ zn ❢♦r n = 1, . . . , N✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❘❈❆✲❙❯ ❞❡t❡❝t♦r
❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡t❡❝t♦r ♣r♦✈✐❞❡s
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ ❛♥❞ t❤❡ tr✉❡ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡
s❝❡♥❡ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ✭❛✮✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❧❛ss C0 ✭❜❧❛❝❦ ♣✐①❡❧s✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s ✐s ♠❛✐♥❧② ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ r♦♦❢ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss C1 ✭❞❛r❦ ❣r❡② ♣✐①❡❧s✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡
❣r❛ss ♦r r♦❛❞✳ ▼✐①❡❞ ♣✐①❡❧s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❣r❛ss ❛♥❞ r♦❛❞ ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss C2 ✭❧✐❣❤t ❣r❡② ♣✐①❡❧s✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❤❛❞♦✇❡❞
♣✐①❡❧s ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦♦❢ ❛♥❞ t❤❡ r♦❛❞ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛st ❝❧❛ss C3 ✭✇❤✐t❡ ♣✐①❡❧s✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
❘❈❆✲❙❯ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ [sˆ21, sˆ
2
2, sˆ
2
3] = [0.03, 0.50, 29.5]✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♥✢✉❡♥t
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝❧❛ss ✐s ❝❧❛ss C3✱ ✇❤❡r❡ s❤❛❞♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❝❝✉rs✳ ▼✐①❡❞ ♣✐①❡❧s ♦❢ ❝❧❛ss C2 ❝♦♥t❛✐♥ ✇❡❛❦❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣✐①❡❧s ♦❢ ❝❧❛ss C1 ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❛❦❡st ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss
✶✸✸
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❚❤❡ R = 3 ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❛♣s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❋❈▲❙✱ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞✱ ❑✲❍②♣❡✱ ❛♥❞ ❘❈❆✲❙❯
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ▼❛❞♦♥♥❛ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭✇❤✐t❡ ♣✐①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❜❧❛❝❦
♣✐①❡❧s✮✳
✶✸✹
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ◆♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❘❈❆✲❙❯ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❍②s✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❜❧✉❡✮ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧
▼❛❞♦♥♥❛ ✐♠❛❣❡✳
❝❛♥ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❘❈❆✲❙❯ ✐❞❡♥t✐✜❡s t✇♦ r❛t❤❡r ❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❝❧❛ss❡s C0 ❛♥❞ C1✮✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧❛tt❡r ❝❧❛ss❡s ✭❝❧❛ss❡s C2 ❛♥❞ C3✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r❛t❤❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r
r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ♠✐①❡❞ ❛♥❞ s❤❛❞♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❝❝✉r✳
✹✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❥♦✐♥t ❧✐♥❡❛r✴♥♦♥❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝✲
tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛
❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✳ ❆ ▼❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠
✜❡❧❞ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♣r♦♠♦t❡ s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❛s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ♦r ❝❧❛ss❡s
✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ❜❡✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳
◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ s❛♠❡ ❝❧❛ss ✇❡r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛♥❞
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❧❡✈❡❧✳ ◆♦t❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥
❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❥♦✐♥t ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥✱ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛♥❞
♥♦♥❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐ts r♦❜✉st♥❡ss r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ❧✐♥❡❛r❧② ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤✐s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ♠♦r❡ ❞❡❡♣❧②✳
❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
✶✸✺
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ✭❛✮ ❚r✉❡ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ✭❜✮ ◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❘❈❆✲❙❯ ❞❡t❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ▼❛❞♦♥♥❛ ✐♠❛❣❡✳
❞❡t❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❛❧ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳
❆s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ✇❡r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❖❢
❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤✐s ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣✉r❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t s♣❡❝tr❛ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐t② ♦❢
t❤❡ s❝❡♥❡ ✇❡r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐ss✉❡ t❤❛t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
▼❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❆ ♥❡✇ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❥♦✐♥t ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇❛s s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s✱ ✐❢ ♣r❡s❡♥t✱ s❤❛r❡❞
s✐♠✐❧❛r st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✐t t❤✉s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡ ❜✐♥❛r② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞
❝❤❛♣t❡r ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ✭❝❧❛ss❡s✮ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳
✶✸✻
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
✹✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛②és✐❡♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥
❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❝♦♥t❛♠✐♥é ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ▲❡s
♠é❧❛♥❣❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❞é❝♦♠♣♦sés ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs ❡t
❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❛❞❞✐t✐❢ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❯♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ P♦tts✲▼❛r❦♦✈ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦♠♦✉✈♦✐r
❧❡s str✉❝t✉r❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❛ été ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ré❣✐♦♥s ✭♦✉ ❝❧❛ss❡s✮ ♦ù ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ♦♥t ❧❡s
♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ét❛♥t ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té✳ ▲❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❛♥s
✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ♦♥t été ♠♦❞é❧✐sés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ ♣❛r❛♠étré ♣❛r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t
✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❜❛②és✐❡♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧♦✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❥♦✐♥t❡ rés✉❧t❛♥t❡✱ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ▼❈▼❈ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❜❛②és✐❡♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ♦♥t ✐❧❧✉stré ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❯♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé
❡st s❛ r♦❜✉st❡ss❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ré❡❧ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ rés✉❧t❛♥t ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♣✐①❡❧s rés✉❧t❛♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡ ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés
❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t ❧❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❡❝
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥
❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♣✉r❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ♦♥t été s✉♣♣♦sé❡s
❝♦♥♥✉❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s s♣❡❝tr❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❡t ❧❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡
♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été s✉♣♣♦sés ❝♦♥♥✉s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥
❞✐✣❝✐❧❡ q✉✐ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ét✉❞✐é❡✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠❛❥❡✉r❡s✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧✬ét❛♣❡
❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❛ été ♣r♦♣♦sé❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❛ été s❡❣♠❡♥té❡ ❡♥ ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❡s
t❡r♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ♣❛rt❛❣❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ rés✉❧t❛♥t ❛ ❢♦✉r♥✐
❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡st✐♠é❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s q✉❛♥❞ ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ré❡❧s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t
❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❜✐♥❛✐r❡s ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ✭❝❧❛ss❡s✮ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳
✶✸✼
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
✶✸✽
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s t♦ st✉❞② ♥❡✇ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛
♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✱ ❛♥❞ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡✐r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠✐①t✉r❡s✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ♠♦st ✇♦r❦s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❧② ♦♥ ❛
❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠✐①t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ s❝❡♥❡s✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡
t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✮✳ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞✴♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ✉s✉❛❧❧② r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s t❤❛♥ t❤♦s❡ ❛ss✉♠✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❢t❡♥ s✉✣❝✐❡♥t t♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦st ❛❝t✉❛❧ ♠✐①t✉r❡s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❞❡t❡❝t ♣✐①❡❧s ♦r r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡✳
✹✳✶✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r st✉❞✐❡❞ ❛ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭P◆▼▼✮ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
P◆▼▼ ✭PP◆▼▼✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❧❧♦✇❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s t♦ ❞✐✛❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✢❡①✐❜❧❡
♠✐①t✉r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✇❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ③❡r♦
✇❤❡♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞✳ ❋✐rst✱ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ PP◆▼▼ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡
✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡
✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ PP◆▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞
♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❙❯
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ PP◆▼▼✳ ❆♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r✐♦rs ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs t♦ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥t
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs r❡q✉✐r❡❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡r✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❦❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ●P▲❱▼✳ ●P▲❱▼s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❛r✐♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣s ❢r♦♠ ❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✭❧❛t❡♥t s♣❛❝❡✮
t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡♠ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧
✶✸✾
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤✉s ✉♥♠✐①✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❢♦r♠ ♦❢ ❦❡r♥❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ str❛t❡❣② t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡
✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜✐❧✐♥❡❛r✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜r❡❛❦s t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢
s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❜② ✜rst ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✉s✐♥❣ ●Ps✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡
♦❢ ♣✉r❡ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✇❛s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s
❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✇❡r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡
✜rst ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ PP◆▼▼ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❡st ✇❛s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ PP◆▼▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐①❡❧ ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧②
♠✐①❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡st ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐❞ ♥♦t ❛ss✉♠❡ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ◆▲▼▼✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❧② r❡❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲▼▼✳
❚❤❡ t✇♦ ❞❡t❡❝t♦rs ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✳
■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ❛ ♥❡✇ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❥♦✐♥t ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇❛s s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s✱ ✐❢
♣r❡s❡♥t✱ s❤❛r❡❞ s✐♠✐❧❛r st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r
❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡ ❜✐♥❛r② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ✭❧❡✈❡❧s✮ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳
■♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝✲
tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦rs t♦ ❜❡
r❡❞✉❝❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜❡tt❡r s♣❡❝tr❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♣✐①❡❧s r❡s✉❧t ❢r♦♠ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ✐♠❛❣❡s ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs
❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❢❡✇ ♣✐①❡❧s ✭❛♥❞ ❤❛r❞❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❧♦❝❛t❡ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ♦❝❝✉r ✭s❤❛❞♦✇✱ r❡❧✐❡❢✱ ✳✳✳✮✳
✹✳✶✷ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦
■♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛♥❞
♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ♣❤②s✐❝s✲❜❛s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉❝❤ ❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭❜✐❧✐♥❡❛r✮
✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛❀ ▼❡❣❛♥❡♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮ ❛♥❞ ✐♥t✐♠❛t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✭❍❛♣❦❡✱ ✶✾✽✶✮✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧
yn =
R∑
r=1
ar,nmr +
R−1∑
i=1
R∑
j=i+1
βi,j,nmi ⊙mj + en ✭✹✳✸✷✮
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✮✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ mi⊙mj ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs βi,j,n✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs R✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ♥✉✐s❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ♦♥❡ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
✶✹✵
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜② ●❛❞❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ βi,j,n ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ ✭♦r ❡✈❡♥ ♥✉❧❧✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞✴♦r s♣❛rs✐t② ❢♦r
t❤❡s❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s♣❛rs✐t② ♣r♦♠♦t✐♥❣ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s ▲❛♣❧❛❝❡✱
❇❡r♥♦✉❧❧✐✲●❛✉ss✐❛♥ ♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲▲❛♣❧❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❡✣❝✐❡♥t
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s✮ ❢♦r ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣
❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦s♣❡❝t✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛ ❦❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡
✐♥✐t✐❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐❧✐♥❡❛r
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✇❛s ✉s❡❞ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ ❛ ❦❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❥♦✐♥t ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❑❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧
✉♥♠✐①✐♥❣ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② r❡❝❡✐✈❡❞ ❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✭❇r♦❛❞✇❛t❡r ❛♥❞ ❇❛♥❡r❥❡❡✱ ✷✵✵✾❀ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✮ ❢♦r t❤❡✐r
✢❡①✐❜✐❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢✉rt❤❡r ❡✛♦rts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ♣r♦♣♦s✐♥❣ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜✉t ❛❝❝✉r❛t❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥
t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✇❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ♠❛tr✐①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♠❛② ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥ ✐ts ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✳ ❑❡r♥❡❧s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✱ s✉❝❤
❛s ✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❛✮✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
■♥ t❤❡ t✇♦ ❧❛st ❝❤❛♣t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✇❡r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❥♦✐♥t ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ t❤❡②
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ✇❤❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡✳
■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t♦rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✭❛♥❞ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r
❊❊❆s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣✉r❡ s♣❡❝tr❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s✮ ♦r t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❥♦✐♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❘❈❆✲❜❛s❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ t♦ t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
■♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣
❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦rs ✇❛s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡✐r ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
s❡ts ✇❡r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐q✉❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs R ✇❛s ✜①❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
■♥ t❤❡ ❘❈❆✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✇❛s ❛❧s♦ ✜①❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r
✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs
❛♥❞✴♦r ❝❧❛ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ t✉♥❡❞ ✐s ❧❛r❣❡✳ ❆ ♠♦r❡ ❡❧❡❣❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥
♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❥✉♠♣ ▼❈▼❈ ✭❘❏✲▼❈▼❈✮ ♠❡t❤♦❞s ●r❡❡♥ ✭✶✾✾✺✮✳ ❘❏✲
▼❈▼❈ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ♦r❞❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ s❛♠♣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❧✐✈❡ ✐♥ ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ s❡t
♦❢ ✭❞✐s❥♦✐♥t✮ ❞♦♠❛✐♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✉♥❦♥♦✇♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛♥❞✴♦r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✳ ❆s ❛ t♦② ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❛ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉r❜❛♥ ❛♥❞ ❢♦r❡st❡❞ ❛r❡❛s✳ ❚❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐❜r❛r② ✇❤✐❝❤
❝♦♥t❛✐♥s s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❜♦t❤ ✉r❜❛♥ ❛♥❞ ❢♦r❡st❡❞ ❛r❡❛s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ s❡❛r❝❤✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧✐❜r❛r②✱
✶✹✶
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✉r❜❛♥ ❛♥❞ ❢♦r❡st❡❞ ❛r❡❛s ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡ ❛♥❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ♦✉t
♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✳ ❋♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥
❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❛♥❞ ❘❏✲▼❈▼❈s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦st❡r✐♦r✳
❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❤✐❣❤❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❛rs❡ ❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✐♥t❡r❡st ♦✈❡r t❤❡
❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✭✭❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳ ❚❤✐s s♣❛rs❡
❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s str♦♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ❛♥❞ ❜❛s✐s ♣✉rs✉✐t✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ st❡♣ ❣✐✈❡♥ ❛ ❧❛r❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐❜r❛r② ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s t♦ ❜❡ s♣❛rs❡✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ℓ1 ♥♦r♠ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✭ℓ1 r❡❧❛①❛t✐♦♥✮ r❛t❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ℓ0 ♥♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ❤❛♥❞❧❡✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✢❡①✐❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛♥❞❧❡
♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ℓ0 ♥♦r♠✱ ✉s✐♥❣ ❘❏✲▼❈▼❈s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s ❛❧s♦ ❢♦r
str✉❝t✉r❡❞ s♣❛rs✐t② t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ✭❉♦❜✐❣❡♦♥ ❛♥❞ ❋é✈♦tt❡✱ ✷✵✶✸❀ ■♦r❞❛❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ Pr♦♣♦s✐♥❣
❇❛②❡s✐❛♥ s♣❛rs❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐s ❛ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦s♣❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✣❝✐❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♠✉st
❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♦r s♣❛rs✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ t❤❡
s♣❡❝tr❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ✇❡r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡s❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣
❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❞❡s❡r✈❡ ❞❡❡♣❡r ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
✶✹✷
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐és ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥s✐st❡ à
❡①tr❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✱ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ♣✉rs ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❡t
à ✐❞❡♥✜✜❡r ❧❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦✉ ♠é❧❛♥❣❡s✳ P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ré❡❧s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s s❝è♥❡s
q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❉é✜♥✐r ❡t✴♦✉ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡
♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❡✣❝❛❝❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s
❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❡①✐❣❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡ ❝❡✉① ❜❛sés s✉r ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st s♦✉✈❡♥t s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ré❡❧s✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ♣✐①❡❧s ♦✉ ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t
s✉✣r❡✳
✹✳✶✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣♦st✲♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✭P◆▼▼✮ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ✭PP◆▼▼✮ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡
♣❛r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉♥✐q✉❡ q✉✐ ❡st é❣❛❧ à ③ér♦ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣✐①❡❧ rés✉❧t❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ PP◆▼▼ ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛②és✐❡♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼❈▼❈✳ ❉❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✳ ▲❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞✉ PP◆▼▼
❡t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été é✈❛❧✉é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s
❡t ré❡❧❧❡s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣rés❡♥té ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❜❛②és✐❡♥ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé✳ ❉❡s ❧♦✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ♦♥t été é❣❛❧❡♠❡♥t ❛ttr✐❜✉é❡s ❛✉① s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s
✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡t à é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❡t ❞❡ ❝❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r✱ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ à ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t s✬❡st ❢♦❝❛❧✐sé s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ à ♥♦②❛✉① ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✶✹✸
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛t❡♥t❡s ❡t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s ✭●P▲❱▼✮✳ ▲❡s ●P▲❱▼s✱ q✉✐ ♦♥t
s✉s❝✐té ✉♥ ✐♥térêt ❝r♦✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♦♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r à ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❡s♣❛❝❡ ❧❛t❡♥t✮ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦②❛✉①✱ ❝❡ q✉✐ ❧❡s r❡♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡
❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ♥♦②❛✉ ❜❛sé s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s ❡①✐st❛♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❞é♠é❧❛♥❣❡ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♣r♦♣♦sé❡
r♦♠♣t ❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞✉ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥ ❡st✐♠❛♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ♣✉✐s ❡♥ ♣ré❞✐s❛♥t ❧❡s
s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣✉rs à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s
❡t ré❡❧❧❡s ♦♥t ✐❧❧✉stré ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♦♥t ❞♦♥♥é ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♣r♦♠❡tt❡✉rs✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♣✉rs ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡✳
▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❛ été ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬❡st ❝♦♥❝❡♥tré s✉r ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts
♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ét❛✐❡♥t s✉♣♣♦sés ❝♦♥♥✉s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❞ét❡❝t❡✉r ét❛✐t ❢♦♥❞é s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ PP◆▼▼ ét✉❞✐é ❞❛♥s
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ t❡st ♣r♦♣♦sé ét❛✐t ❜❛sé s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ PP◆▼▼ ❛✜♥ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥ ♣✐①❡❧ rés✉❧t❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡
❧✐♥é❛✐r❡ ♦ù ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞ét❡❝t❡✉r ♣r♦♣♦sé ♥❡ s✉♣♣♦s❛✐t ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠❡s ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♥❡ r❡♣♦s❛✐t q✉❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞ét❡❝t❡✉rs ♦♥t été ❝♦♠♣❛rés
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t
❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❛ été ♣r♦♣♦sé✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❛ été s❡❣♠❡♥té❡ ❡♥ ré❣✐♦♥s
♦ù ❧❡s t❡r♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✭❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t ♣rés❡♥ts✮ ♣❛rt❛❣❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
rés✉❧t❛♥t ❛ ♠♦♥tré ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
rés✉❧t❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❜✐♥❛✐r❡s ♣r♦♣♦sés
❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s ✭♥✐✈❡❛✉①✮ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳
❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♦♥t ♠♦♥tré ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ rés✉❧t❡♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t
ré❡❧❧❡s ♦♥t ✐❧❧✉stré ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ♣r♦♣♦sés ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts très ♣❡✉ r❡♣rés❡♥tés ✭❡t ❞✐✣❝✐❧❡ à
❞ét❡❝t❡r✮ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❧♦❝❛❧✐s❡r ❞❡s ré❣✐♦♥s ♦ù s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ✭♦♠❜r❡✱ r❡❧✐❡❢✱ ✳ ✳ ✳ ✮✳
✹✳✶✹ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❡t ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦st✲♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧✳ ▲❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞✉ ❝❛❞r❡ ❜❛②és✐❡♥ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❣ér❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞✉ ♠♦❞è❧❡ à tr❛✐t❡r ❡t ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♠✐s ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ à ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡✉① ♠♦t✐✈és ♣❛r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✭t❡❧s q✉❡
✶✹✹
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦❧②♥ô♠✐❛✉① ✭❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛❀ ▼❡❣❛♥❡♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ✐♥t✐♠❡s ✭❍❛♣❦❡✱
✶✾✽✶✮✮✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t
yn =
R∑
r=1
ar,nmr +
R−1∑
i=1
R∑
j=i+1
βi,j,nmi ⊙mj + en ✭✹✳✸✸✮
❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬❊q✳ ✭✸✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥smi⊙mj s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rré❧és✱ ❝❡ q✉✐
❝♦♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té βi,j,n✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts R✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ q✉✐ ♦♥t été ♠❛r❣✐♥❛❧✐sés✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ s✐ ❧✬♦♥ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✱ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡
♥♦té ♣❛r ●❛❞❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s βi,j,n s♦✐❡♥t ❢❛✐❜❧❡s ✭♦✉ ♠ê♠❡ ♥✉❧s✮✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣r♦♠♦✉✈♦✐r ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✭✈♦✐r❡ ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✮ ♣♦✉r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❜❛②és✐❡♥✱ ❞❡s ❧♦✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ❢❛✈♦r✐s❛♥t ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ❧♦✐s ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♦✉
❇❡r♥♦✉❧❧✐✲▲❛♣❧❛❝❡✮ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té✳
▼ê♠❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡✱ ❧❡s ré❝❡♥ts
♣r♦❣rès ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭② ❝♦♠♣r✐s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ à ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❤❛♠✐❧✲
t♦♥✐❡♥♥❡s✮ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♦♥t ♣r♦♠❡tt❡✉rs✳ ▲❡✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡r✲
s♣❡❝tr❛❧❡s ❡st ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❛ ♣♦rté s✉r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦②❛✉ ét✉❞✐é❡
à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❯♥ ♥♦②❛✉ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡t ❛❞❛♣té ❛✉① ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés
❜✐❧✐♥é❛✐r❡s ❛ été ✉t✐❧✐sé ❡t ❛ ❢♦✉r♥✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t
s✬❡st ❢♦❝❛❧✐sé s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ♥♦②❛✉ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s à ♥♦②❛✉① ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s♣❡❝tr❛❧ ♦♥t ré❝❡♠♠❡♥t r❡ç✉ ✉♥ ✐♥térêt ❝r♦✐ss❛♥t✱ ✭❇r♦❛❞✇❛t❡r ❛♥❞
❇❛♥❡r❥❡❡✱ ✷✵✵✾❀ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜✮ ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧❡✉r ❣r❛♥❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❡s ❡✛♦rts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ré❛❧✐sés ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♥♦②❛✉① ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ♠❛✐s t♦✉❥♦✉rs ❛❞❛♣tés à ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡
q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ét❛✐t ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦②❛✉
q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛✐t q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❛ ♥♦♥✲
❧✐♥é❛r✐té ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣✐①❡❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❞❡ s❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♣✉r❡s ❡t ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ré❝❡♠♠❡♥t
♣r♦♣♦sé ♣❛r ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❛✮✱ ❡st ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❝❤❛♣✐tr❡s ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ét❛✐❡♥t s✉♣♣♦sé❡s
❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ♣♦✉r✈♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❡t ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ s✐ ❝❡s s♣❡❝tr❡s
s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉s✱ ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡①tr❛✐ts ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s rés✉❧t❛♥t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ s❝è♥❡✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❛✈❛♥t
❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ♦✉ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ré❛❧✐s❛♥t ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s♣❡❝tr❡s ❡t ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛②és✐❡♥ ❜❛sé s✉r ❘❈❆ ♣r♦♣♦sé
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♣✉r❡s s♦♥t ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❛♠✐♥é ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
ét❛✐❡♥t ❡st✐♠és ♣❛r ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s ét❛✐t ❝♦♥♥✉❡ ❡t
❧❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ét❛✐❡♥t ✉♥✐q✉❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts R ét❛✐t ✜①é ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❉❛♥s
✶✹✺
❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❏♦✐♥t s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❘❈❆✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ét❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✜①é✳ ❙✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
✐♥❝♦♥♥✉ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①é❝✉t❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡t✴♦✉ ❞❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐❢ ❧♦rsq✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à t❡st❡r ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s é❧é❣❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥❝❧✉r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉
✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❜❛②és✐❡♥✳ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡
❧❛ ❧♦✐ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ▼❈▼❈ à s❛✉ts ré✈❡rs✐❜❧❡s ✭❘❏✲▼❈▼❈✮ ●r❡❡♥
✭✶✾✾✺✮✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❘❏✲▼❈▼❈ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
♣♦✉r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ✈✐✈r❡ ❞❛♥s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ❧♦✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❞♦♠❛✐♥❡s ✭❞✐s❥♦✐♥ts✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❡t✴♦✉ ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s à ❡st✐♠❡r✳ ❯♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐sé ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ q✉✐ s❡
❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ③♦♥❡s ✉r❜❛✐♥❡s ❡t ❜♦✐sé❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐sé ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s
❧✬✐♠❛❣❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ s♣❡❝tr❛❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❞❡✉① ③♦♥❡s ✭✉r❜❛✐♥❡s ❡t ❜♦✐sé❡s✮✳ ❆✉
❧✐❡✉ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❛❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r
❧❡s ③♦♥❡s ✉r❜❛✐♥❡s ❡t ❜♦✐sé❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❛♥s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧❛
❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡✳ P♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞❡s ❧♦✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s
s✉r ❞✐✛ér❡♥ts s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❘❏✲▼❈▼❈ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧❛ ❧♦✐ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❜❛②és✐❡♥✳
❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉① q✉✐ ❛ s✉s❝✐té ✉♥ ❢♦rt ✐♥térêt ❛✉
❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ✭❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à
rés♦✉❞r❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ✭❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s✮ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡♥ ❢♦rç❛♥t ❧❡s
❛❜♦♥❞❛♥❝❡s à êtr❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s✳ ❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❡t ❧❛ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ1 ❡st s♦✉✈❡♥t ♣ré❢éré❡ ✭r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣❛r ♥♦r♠❡ ℓ1✮ à ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ0 q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à
♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❜❛②és✐❡♥ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t s♦✉♣❧❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ❞❡s ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ℓ0✱
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❘❏✲ ▼❈▼❈ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ❝❛❞r❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s
♣❛r❝✐♠♦♥✐❡s str✉❝t✉ré❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✭❉♦❜✐❣❡♦♥ ❛♥❞ ❋é✈♦tt❡✱ ✷✵✶✸❀ ■♦r❞❛❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ Pr♦♣♦s❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❜❛②és✐❡♥ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉① ❡st ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ très ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❡✣❝❛❝❡s
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡s✳
❊♥✜♥✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❝❡
♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ét❛✐❡♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ✉♥✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✲
✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❝❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♠❛❣❡s✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♠é❧❛♥❣❡
❞❛♥s ❞❡ t❡❧❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ❝❡ ❝❛s ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳
✶✹✻
❆♣♣❡♥❞✐❝❡s
✶✹✼

❆♣♣❡♥❞✐① ❆
■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞
PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ❙❯ ♣r♦❜❧❡♠
❆✳✶ ◆♦♥✲✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ s 7→ g(s)
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
g : [0, 1]L → RL
s 7→ [s1 + bs21, . . . , sL + bs2L]T
✇✐t❤ s = [s1, . . . , sL]T ✐s ♥♦t ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ g(s1) = g(s2) t❤❡♥
∀l = 1, . . . , L s2,i ∈
{
s1,i,−1
b
− s1,i
}
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ 2L s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ g(s1) = g(s2)
❆✳✷ ■♥❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ (a, b) 7→ g(a, b) =Ma+ b(Ma)⊙ (Ma)
▲❡t a ❛♥❞ a∗ ❜❡ t✇♦ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱M t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ (b, b∗) ∈ R2✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ g(a, b) ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
g(a, b) = Ma+ b(Ma)⊙ (Ma)
=
R∑
r=1
armr + b
R∑
r=1
a2rmr ⊙mr + 2b
R=1∑
r=1
R∑
j=r+1
arajmr ⊙mj
✇❤❡r❡ ⊙ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❡r♠ ❜② t❡r♠ ♣r♦❞✉❝t ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■❢ g(a, b) = g(a∗, b∗)✱ t❤❡♥
M(a− a∗2) + b(Ma)⊙ (Ma)− b∗(Ma∗)⊙ (Ma∗) = 0
❛♥❞
R∑
r=1
(ar − a∗r)mr +
R∑
r=1
(ba2r − b∗a∗2r )mr ⊙mr + 2
R=1∑
r=1
R∑
j=r+1
(baraj − b∗a∗ra∗j )mr ⊙mj = 0.
✶✹✾
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ❙❯ ♣r♦❜❧❡♠
■❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ L× R(R+3)2 ♠❛tr✐①
Mˇ = {m1, . . . ,mR,m1 ⊙m1, . . . ,mR ⊙mR,m1 ⊙m2, . . . ,mR−1 ⊙mR}
❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡♥
a = a∗, ❛♥❞ b = b∗. ✭❆✳✶✮
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ PP◆▼▼ ✐s ❡♥s✉r❡❞ ✇❤❡♥ r❛♥❦(Mˇ) =
R(R+3)
2 ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ r❡❛❧ ♣✉r❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲▼▼ r❡q✉✐r❡s ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ r❛♥❦(M) = R✱ ✇❤❡r❡ M =
[m1, . . . ,mR]
T ✳
✶✺✵
❆♣♣❡♥❞✐① ❇
P❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❢♦r t❤❡ ▲❙
PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❇✳✶ P❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ bˇ(·) ❛♥❞ h(·)
❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ h(·) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ar, (r = 1, . . . , R) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
∂h(a)
∂ar
= 2 (Ma)⊙mr.
❯s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
∂(y −Ma)
∂ar
= −mr
∂(y −Ma)Th(a)
∂ar
= −mTr h(a) + 2(y −Ma)T ((Ma)⊙mr)
∂h(a)Th(a)
∂ar
= 2h(a)T
∂h(a)
∂ar
❛♥❞ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
∂bˇ(a)
∂ar
=
1
‖h(a)‖4
[
∂(y −Ma)Th(a)
∂ar
h(a)Th(a)− (y −Ma)Th(a)∂h(a)
Th(a)
∂ar
]
.
❇✳✷ P❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ yˇ∗(·)
❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s✉♠✲t♦✲♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✳✷✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ c = [a1, . . . , aR−1]T ❜② s❡tt✐♥❣ aR = 1−
∑R−1
r=1 ar✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦
Ma =Mc+mR
✇❤❡r❡ M , [m1 −mR, . . . ,mR−1 −mR] , [m1, . . . ,mR−1] ✐s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ L× (R− 1)✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ yˇ(c) ❝❛♥
t❤❡♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
yˇ(c) =Mc+mR + bˇ
∗
(c)h(c)
✶✺✶
❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ P❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❢♦r t❤❡ ▲❙ PP◆▼▼✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✇❤❡r❡
bˇ
∗
(c) = bˇ
(
a1, . . . , aR−1, 1−
R−1∑
r=1
ar
)
❛♥❞
h(c) = (Mc+mR)⊙ (Mc+mR).
❯s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ cr
∂h(c)
∂cr
= 2mr ⊙
(
Mc+mR
)
∂(y −Mc−mR)
∂cr
= −mr
∂(y −Mc−mR)Th(c)
∂cr
= −mTr h(c) + 2(y −Ma)T
(
mr ⊙
(
Mc+mR
))
∂h(c)Th(c)
∂cr
= 2h(c)T
∂h(c)
∂cr
❛♥❞ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
∂bˇ
∗
(c)
∂cr
=
1∥∥h(c)∥∥4
{
∂(y −Mc−mR)Th(c)
∂cr
[
h(c)Th(c)
]
− (y −Mc−mR)Th(c)∂h(c)
Th(c)
∂cr
}
.
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♣❡❝tr✉♠ yˇ∗(c) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ cr ✐s
∂yˇ∗(c)
∂cr
=mr +
∂bˇ
∗
(c)
∂cr
h(c) + bˇ
∗
(c)
∂h(c)
∂cr
.
✶✺✷
❆♣♣❡♥❞✐① ❈
❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡ ❯PP◆▼▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❈✳✶ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ zn
❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✭✶✳✻✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥
U(zn) = U1(an) + U2(zn) ✭❈✳✶✮
✇❤❡r❡
U1(an) =
1
2
[yn − gn (Man)]T Σ−1 [yn − gn (Man)] ,
U2(zn) = −
R−1∑
r=1
log
(
zR−r−1r,n
)
.
P❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ U(zn) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ zn ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡
∂U(zn)
∂zn
=
∂U1(an)
∂an
∂an
∂zn
+
∂U2(zn)
∂zn
.
❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦
∂U1(an)
∂an
= − [yn − gn (Man)]T Σ−1
[
M+ 2bn
(
Man1
T
R
)⊙M]
∂ar,n
∂zi,n
=

0 ✐❢ i > r
ar,n
zi,n − 1 ✐❢ i = r
ar,n
zi,n
✐❢ i < r
∂U2(zn)
∂zi,n
= −R− i− 1
zi,n
. ✭❈✳✷✮
✶✺✸
❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡ ❯PP◆▼▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❈✳✷ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠✲
❜❡r ♠❛tr✐①
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✭✶✳✻✸✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥
V (mℓ,:) = V1(tℓ) + V2(zn) ✭❈✳✸✮
✇✐t❤ tℓ = ATmℓ,: + ❞✐❛❣ (b)
[(
ATmℓ,:
)⊙ (ATmℓ,:)] ❛♥❞
V1(tℓ) =
‖yℓ,: − tℓ‖2
2σ2ℓ
V2(mℓ,:) =
‖mℓ,: − m¯ℓ,:‖2
2s2
.
❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✭✶✳✻✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡
∂V (mℓ,:)
∂mℓ,:
=
∂V1(tℓ)
∂tℓ
∂tℓ
∂mℓ,:
+
∂V2(mℓ,:)
∂mℓ,:
❛♥❞
∂V1(tℓ)
∂tℓ
= − (yℓ,: − tℓ)
T
σ2ℓ
∂tℓ
∂mℓ,:
= AT + 2❞✐❛❣ (b)
[(
ATmℓ,:1
T
R
)⊙AT ]
∂V2(mℓ,:)
∂mℓ,:
=
(mℓ,: − m¯ℓ,:)T
s2
✶✺✹
❆♣♣❡♥❞✐① ❉
❖♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛t❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s
❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛ s❡t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ R ♥♦♥❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳ ■♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧ yn ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
y = W0ψ [a] , ✭❉✳✶✮
✇❤❡r❡ W0 ❛♥ L×D ♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t r❛♥❦(W0) = D✱ D = R(R+ 1)/2 ❛♥❞ ψ [·] ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②
ψ : RR → RD
a 7→ ψ [a] = [a1, . . . , aR, a1a2 . . . , aR−1aR]T , ✭❉✳✷✮
❛s ✐♥ ✭✷✳✻✮✳ ❚❤❡ R× 1 ✈❡❝t♦r a ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ R ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈✐t②
❛♥❞ s✉♠✲t♦ ♦♥❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
R∑
r=1
ar = 1, ar ≥ 0, ∀r ∈ {1, . . . , R} . ✭❉✳✸✮
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t
P =
{
a
∣∣ R∑
r=1
ar = 1
}
✭❉✳✹✮
❲❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥t
(∃W ∈ML,D (R) , ∀a ∈ P, ∃x ∈ P,W0ψ [a] =Wψ [x])⇒ (∃V ∈MR,R (R) , ∀a ∈ P,x = Va) . ✭❉✳✺✮
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ❛ ♠❛tr✐① W s✉❝❤ t❤❛t y = Wψ [x] ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡r❡ ✐s
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s a ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✐s
❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ st❡♣s
✶✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❞✐♠✭s♣❛♥✭y)) = D✱ ✇❤❡r❡ Fy = s♣❛♥(y)✳
✷✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t r❛♥❦(W) = r❛♥❦(W0) = D✳
✸✳ ❚❤✐r❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ∃V ∈MR,R (R) , ∀a ∈ P,x = Va
✶✺✺
❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳ ❖♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s
❉✳✶ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② y
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ♠♦♥♦♠✐❛❧s
fa =

(
1−
R−1∑
r=1
ar
)δR [R−1∏
r=1
aδrr
] ∣∣∀r ∈ {1, . . . R} , δr ∈ {0, 1} , 1 ≤ R∑
r=1
δr ≤ 2
 ✭❉✳✻✮
✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ψ [a] ✇❤❡♥ a ∈ P ❛♥❞ Fa t❤❡ s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ fa✱ ✐✳❡✳✱
Fa = s♣❛♥ (fa) . ✭❉✳✼✮
❲❡ ✜rst ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❞✐♠(Fa) = D✱ ✐✳❡✳✱ t❤❛t fa ✐s ❛ ❜❛s✐s ♦❢ Fa✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t
❞✐♠(Fa) ≤ ❝❛r❞(fa) = D✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t
g∗a =
{
R−1∏
r=1
aδrr
∣∣∀r ∈ {1, . . . R− 1} , δr ∈ {0, 1, 2, 3, 4} , 0 ≤ R−1∑
r=1
δr ≤ 4
}
✭❉✳✽✮
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ (R − 1)✲✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✭✐♥ a\R✮ s✉❝❤ t❤❛t
∑R−1
r=1 δr ≤ 4✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ g∗a ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
ga =
{
R−1∏
r=1
aδrr
∣∣∀r ∈ {1, . . . R− 1} , δr ∈ {0, 1, 2} , 0 ≤ R−1∑
r=1
δr ≤ 2
}
✭❉✳✾✮
❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✉s ❢♦r♠ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ Ga = s♣❛♥ (ga) ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ (R−1)✲✈❛r✐❛t❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s s✉❝❤ t❤❛t
∑R−1
r=1 δr ≤ 2✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ❞✐♠(Ga) = D✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t fa ✐s ❛ ❜❛s✐s ♦❢ Fa✱
✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t Fa = Ga✳ ❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❜❛s✐s ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ga ❜❡❧♦♥❣s t♦ Fa✳
1 =
R−1∏
r=1
a0r ∈ Ga
=
(
1−
R−1∑
r=1
ar
)0 [R−1∏
r=1
a0r
]
∈ Fa. ✭❉✳✶✵✮
ar = a
1
r
R−1∏
i=1,i 6=r
a0i ∈ Ga
=
(
1−
R−1∑
r=1
ar
)0
a1r
 R−1∏
i=1,i 6=r
a0i
 ∈ Fa, ∀r ∈ {1, . . . , R− 1} . ✭❉✳✶✶✮
aiaj = a
1
i a
1
j
R−1∏
r=1,r 6=i,r 6=j
a0r ∈ Ga
=
(
1−
R−1∑
r=1
ar
)0
a1i a
1
j
 R−1∏
r=1,r 6=i,r 6=j
a0r
 ∈ Fa, ∀i, j ∈ {1, . . . R− 1} , i 6= j. ✭❉✳✶✷✮
a2r = a
2
r
R−1∏
i=1,i 6=r
a0i ∈ Ga
= ar − ar
(
1−
R−1∑
i=1
ai
)
−
R−1∑
i=1,i 6=r
arai ∈ Fa, ∀r ∈ {1, . . . , R− 1} . ✭❉✳✶✸✮
✶✺✻
❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳ ❖♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ga ⊂ Fa✱ ✐✳❡✳✱ Ga ⊂ Fa ❛♥❞
D = ❞✐♠(Ga) ≤ ❞✐♠(Fa) ≤ D ✭❉✳✶✹✮
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❞✐♠(Fa) = D ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t fa ✐s ❛ ❜❛s✐s ♦❢ Fa✳ ❙✐♥❝❡ r❛♥❦(W0) = D ❛♥❞ ❞✐♠(Fa) = D✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
❞✐♠(Fy) = D ✇❤❡r❡ Fy = s♣❛♥ (y)
❉✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ r❛♥❦ ♦❢ W
❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① W ✐♥ ✭❉✳✺✮ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❋♦r W = W0✱ x = ■Ra ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ W0ψ [a] =
Wψ [x]✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❞✐♠(Fy) = D ✐❢ r❛♥❦(W0) = D s✐♥❝❡ ❞✐♠(Fa) = D✳ ▲❡t
W ❜❡ ❛♥ L×D ♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t
∀a ∈ P, ∃x ∈ P,W0ψ [a] =Wψ [x] . ✭❉✳✶✺✮
❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❞✐♠(Fx) = D✱ ✇❤❡r❡ Fx = s♣❛♥ (fx) ❛♥❞
fx =

(
1−
R−1∑
r=1
xr
)δR [R−1∏
r=1
xδrr
] ∣∣∀r ∈ {1, . . . R} , δr ∈ {0, 1} , 1 ≤ R∑
r=1
δr ≤ 2
 . ✭❉✳✶✻✮
❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ ❞✐♠(Fy) = D✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ r❛♥❦(W) = r❛♥❦(W0) = D ❛♥❞ Fy = s♣❛♥(W) = s♣❛♥(W0)✳
❉✳✸ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ a ❛♥❞ x
❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ W0 ❛♥❞ W s♣❛♥ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜s♣❛❝❡ (Fy)✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ D ×D ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐①
T ∈ GLD(R) s✉❝❤ t❤❛t W0 =WT✱ ✐✳❡✳✱
∃T ∈ GLD(R)∀a ∈ P, ∃x ∈ P,ψ [a] = T−1ψ [x] , ✭❉✳✶✼✮
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t Fa = Fx✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ Fa t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
fx =

(
1−
R−1∑
r=1
xr
)δR [R−1∏
r=1
xδrr
] ∣∣∀r ∈ {1, . . . R} , δr ∈ {0, 1} , 1 ≤ R∑
r=1
δr ≤ 2
 ✭❉✳✶✽✮
✇❤❡r❡ x ∈ P✳
❈♦♥s✐❞❡r a ∈ P ❛♥❞ x = [x1, . . . , xR] ∈ P s✉❝❤ t❤❛t s♣❛♥(ψx) = Fa✳ ❋♦r r = 1, . . . , (R − 1)✱ xr ∈ Fa = Ga✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ xr ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❜❛s✐s ga ❛s ❢♦❧❧♦✇s
xr =
D∑
d=1
γr,d
[
R−1∏
i=1
a
δ
(r)
i,d
i
]
, r = 1, . . . , (R− 1) ✭❉✳✶✾✮
✇❤❡r❡
∀d = 1, . . . , D, ∀i = 1, . . . , (R− 1), 0 ≤ δ(d)i,d ≤ 2
∀d = 1, . . . , D, 0 ≤
R−1∑
i=1
δ
(r)
i,d ≤ 2 ✭❉✳✷✵✮
✶✺✼
❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳ ❖♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s
❛♥❞ {γr,d}d=1,...,D ❛r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ xr ♦♥t♦ ga✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r r, r′(r 6= r′)
xrxr′ =
(
D∑
d=1
γr,d
[
R−1∏
i=1
a
δ
(r)
i,d
i
])(
D∑
d=1
γr′,d
[
R−1∏
i=1
a
δ
(r′)
i,d
i
])
∈ s♣❛♥(g+a ). ✭❉✳✷✶✮
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ fV latents ✐s ❛ ❜❛s✐s ♦❢ Fa✱ t❤❡♥ xrxr′ ∈ Fa✱ ✐✳❡✳✱
xrxr′ =
D∑
d=1
γ(r,r′),d
[
R−1∏
i=1
a
δ
(r,r′)
i,d
i
]
✭❉✳✷✷✮
✇❤❡r❡
{
γ(r,r′),d
}
d=1,...,D
❛r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ xrxr′ ♦♥t♦ ga✳
❆ss✉♠❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts r0 ∈ 1, . . . , (R− 1) ❛♥❞ d0 ∈ 1, . . . , D s✉❝❤ t❤❛t
xr0 =
D∑
d=1
γr0,d
[
R−1∏
i=1
a
δ
(r0)
i,d
i
]
R−1∑
i=1
δ
(r0)
i,d0
= 2. ✭❉✳✷✸✮
❚❤❡♥✱ ❢♦r r 6= r0✱ xr ♠✉st ❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t xr0xr ∈ Fa✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ 1 ❛❧r❡❛❞② ❜❡❧♦♥❣s t♦
Fa✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
xr = γr,0 +
R−1∑
i=1
γr,iai
= γr,0
R∑
r=1
ar +
R−1∑
i=1
γr,iai
=
R−1∑
i=1
(γr,i + γr,0)ai + γr,0aR
= vTr a r = 1, . . . , (R− 1) ✭❉✳✷✹✮
✇❤❡r❡ vr = [γr,1 + γr,0, . . . , γr,R−1 + γr,0, γr,0]T ✐s ❛♥ (R− 1)× 1 ✈❡❝t♦r✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦
x = Va, ✭❉✳✷✺✮
✇❤❡r❡
V =
 V−
1TR − 1R−1V−
 ✭❉✳✷✻✮
❛♥❞ V− = [v1, . . . ,vR−1]T ✐s ❛♥ (R− 1)×R ♠❛tr✐①✳
❉✳✹ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ r❛♥❦(W0) < D
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐❢ r❛♥❦(W0) = D✱ t❤❡♥ Fy = s♣❛♥(W) = s♣❛♥(W0)✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱
✐❢ r❛♥❦(W0) < D✱ t❤❡♥ Fy = s♣❛♥(W0) ⊂ s♣❛♥(W)✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ st✐❧❧ ❡①✐sts ❛ ♠❛tr✐① T s✉❝❤ t❤❛tW0 =WT ❜✉t t❤❡
♠❛tr✐① T ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
✶✺✽
❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳ ❖♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s
♦❢ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ R = 3 ❧✐♥❡❛r ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s✱ ✐✳❡✳✱ W0 =
[m1,m2,m3,0L,3] ✭D = 6✮✳ ■❢ ✇❡ s❡t
a1 = x1 + x
2
1
a2 = x2 − x21
a3 = x3, ✭❉✳✷✼✮
✇❡ ♦❜t❛✐♥
y =
3∑
r=1
mrar
= m1x1 +m2x2 +m3x3 + (m1 −m2)x21
= m1x1 +m2x2 +m3x3 + (m1 −m2) (x1 − x2x3 − x1x3)
= (2m1 −m2)x1 +m2x2 +m3x3 − (m1 −m2)x2x3 − (m1 −m2)x1x3
= Wψ [x] . ✭❉✳✷✽✮
✇❤❡r❡ W = [2m1 −m2,m2,m3,0L,m2 −m1m2 −m1] ❋✐♥❛❧❧②✱ (W,x) ✇❤❡r❡ x ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❉✳✷✼✮ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ W0ψ [a] = Wψ [x] ❜✉t t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ x ❛r❡ ♥♦t ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛♣♣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ✇❤❡r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦❝❝✉r✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① W0 ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ D✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ W0 ✐s ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❢♦r❝❡s s♣❡❝tr❛❧❧② ❝❧♦s❡ ♣✐①❡❧s t♦ ❤❛✈❡ ❝❧♦s❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ✭✷✳✶✾✮✱
✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✶✺✾
❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳ ❖♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s
✶✻✵
❆♣♣❡♥❞✐① ❊
❙tr✉❝t✉r❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥
♣r✐♦r ❢♦r ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❊q✳ ✭✷✳✶✵✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥
yℓ,: = Ψxwℓ + eℓ,:, ℓ = 1, . . . , L ✭❊✳✶✮
✇❤❡r❡Ψx = [ψx(1), . . . ,ψx(N)]
T ✐s ❛♥ N×D ♠❛tr✐① ❛♥❞ eℓ,: ✐s ❛♥ N×1 ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r s✉❝❤ t❤❛t eℓ,: ∼ N
(
0N , σ
2■N
)
②✐❡❧❞✐♥❣
y˜ = (■L ⊗Ψx)w˜ + e˜ ✭❊✳✷✮
✇❤❡r❡ w˜ = [wT1 , . . . ,w
T
L ]
T ✐s ❛♥ LD× 1 ✈❡❝t♦r✱ y˜ = [yT1,:, . . . ,yTL,:]T ❛♥❞ e˜ = [e1,:T , . . . , eL,:T ]T ❛r❡ NL× 1 ✈❡❝t♦rs✱
e˜ ∼ N (0NL, σ2■NL) ❛♥❞ ⊗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ♣r♦❞✉❝t✳ ❋♦r ❡❛s❡ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✶✸✮✱ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r
✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ss✐❣♥❡❞ ❢♦r w˜ ✭▲❛✇r❡♥❝❡✱ ✷✵✵✸✮✳ ❯s✐♥❣ ❝❡♥t❡r❡❞ ❞❛t❛✱ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ♣r✐♦r ❢♦r w˜✳
■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ str✉❝t✉r❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r ❢♦r w˜
w˜ ∼ N (0LD,Φ⊗ Γ) ✭❊✳✸✮
✇❤❡r❡ Φ ✭r❡s♣✳ Γ✮ ✐s ❛♥ L × L ✭r❡s♣✳ ❛ D × D✮ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① t❤❛t r❡✢❡❝ts t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦✇s
✭r❡s♣✳ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s✮ ♦❢ W✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Γ r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣r✐♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s♣❡❝tr❛ ✇❤❡r❡❛s Φ r❡✢❡❝ts ♣r✐♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ L s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s✳ ■t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝tr❛ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts i ❛♥❞ j ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts i ❛♥❞ j✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ Γ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s
♦❜s❡r✈❡❞ ❛t s♣❡❝tr❛❧❧② ❝❧♦s❡ ❜❛♥❞s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② r❡❧❛t❡❞✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t Ψ ✐s ♥♦t ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ▲❡t
❛ss✉♠❡ t❤❛t Γ ❛♥❞ Φ ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ♥♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡✳ ▼❛r❣✐♥❛❧✐③✐♥❣ ♦✉t w˜ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
f(y˜|Ψx,Γ,Φ, σ2) =
∫
f(y˜|w˜,Ψx,Γ,Φ, σ2)f (w˜) dw˜
∝ |Υ|− 12 exp
[
−1
2
y˜TΥ−1y˜
]
✭❊✳✹✮
✇❤❡r❡ Υ = Φ⊗ (ΨxΓΨTx ) + σ2■NL ✐s ❛♥ NL×NL ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳
✶✻✶
❆♣♣❡♥❞✐① ❊✳ ❙tr✉❝t✉r❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s
✶✻✷
❆♣♣❡♥❞✐① ❋
P❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲♣♦st❡r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲▲✲●P▲❱▼
❚❤❡ ❥♦✐♥t ❧♦❣✲♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✉♣ t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✮
Lp(U,X\R, σ2, s2) = L − γ
2
tr
[(
(■N −ΛLLE)XT\RB
)(
((■N −ΛLLE)XT\RB
)T ]
♦♥ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s❡t ❢♦r U,X\R, σ2, s2✱ ✇❤❡r❡ B = [■R−1,1R−1] ✐s ❛♥ (R− 1)×R ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ L
✐s
L = −NL
2
ln(2π)− L
2
ln(|Σ|)− 1
2
tr❛❝❡(Σ−1Y¯T Y¯)
✇✐t❤ Y¯ = Y − P¯CT ❛♥❞ Σ = s2CCT + σ2■N ✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ L ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
Σ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
∂L
∂Σ
= −L
2
Σ−1 +
1
2
Σ−1Y¯T Y¯Σ−1.
❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ L ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Y¯ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
∂L
∂Y¯
= −Σ−1Y¯T .
❯s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
∂L
∂s2
= tr❛❝❡
(
∂L
∂Σ
CCT
)
∂L
∂σ2
= tr❛❝❡
(
∂L
∂Σ
)
∂L
∂CT
= 2s2
(
∂L
∂Σ
)
C+Σ−1Y¯T P¯
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦
∂L
∂ΨTx
= 2s2
(
∂L
∂Σ
)
CUT +Σ−1Y¯T P¯UT
∂L
∂UT
= 2s2ΨTx
(
∂L
∂Σ
)
C+ΨTxΣ
−1Y¯T P¯
✶✻✸
❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳ P❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲▲✲●P▲❱▼
❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✇✳r✳t✳ t♦ X\R ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣
∂L
∂xr,n
=
(
∂L
∂ψx(n)
)T
∂ψx(n)
∂xr,n
, r = 1, . . . , R− 1, n = 1, . . . , N.
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲♣♦st❡r✐♦r ✇✳r✳t✳ t♦ X\R ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
∂Lp
∂X\R
T
=
∂L
∂X\R
T
− γ
(
■N −ΛTLLE
)
(■N −ΛLLE)T XT\RBBT .
✶✻✹
❆♣♣❡♥❞✐① ●
❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡
PP◆▼▼
❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ y ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
f(y|a, b, σ2) =
(
1
2πσ2
)L
2
exp
(
−‖y − g (Ma) ‖
2
2σ2
)
✇❤❡r❡ g (Ma) =Ma+ b(Ma)⊙ (Ma)✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ P ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
P = ln f(y|a, b, σ2) = −L
2
ln(2πσ2)− ‖y − g (Ma) ‖
2
2σ2
.
❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ P ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
∂P
∂ar
=
1
2σ2
[y − g (Ma)]T ∂g (Ma)
∂ar
∂P
∂b
=
1
2σ2
[y − g (Ma)]T ∂g (Ma)
∂b
∂P
σ2
= − L
2σ2
+
‖y − g (Ma) ‖2
2σ4
.
❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦
−E
[
∂2P
∂ai∂aj
]
= −E
[
∂2P
∂aj∂ai
]
=
1
2σ2
(
∂g (Ma)
∂ai
)T
∂g (Ma)
∂aj
−E
[
∂2P
∂ai∂b
]
= −E
[
∂2P
∂b∂ai
]
=
1
2σ2
(
∂g (Ma)
∂ai
)T
∂g (Ma)
∂b
−E
[
∂2P
∂2b
]
=
1
2σ2
(
∂g (Ma)
∂b
)T
∂g (Ma)
∂b
✶✻✺
❆♣♣❡♥❞✐① ●✳ ❖♥ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ PP◆▼▼ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①
✇❤❡r❡
∂g (Ma)
∂ar
=mr + 2b(Ma)⊙mr
∂g (Ma)
∂b
= (Ma)⊙ (Ma)
■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t
−E
[
∂2P
∂ai∂σ2
]
= −E
[
∂2P
∂σ2∂ai
]
= 0
−E
[
∂2P
∂b∂σ2
]
= −E
[
∂2P
∂σ2∂b
]
= 0
−E
[
∂2P
∂2σ2
]
=
L
2σ4
.
✶✻✻
❆♣♣❡♥❞✐① ❍
❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❘❈❆ ♠♦❞❡❧
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ N ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧ s♣❡❝tr❛ yn = [yn,1, . . . , yn,L]T , n ∈ {1, . . . , N} ✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s♣❡❝tr❛ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ R ❦♥♦✇♥ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs mr✱ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞
❜② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡r s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡
yn =
R∑
r=1
ar,nmr +
R∑
r=1
γr,r,nmr ⊙mr +
R−1∑
i=1
R∑
j=i+1
γi,j,n
√
2mi ⊙mj + en
= Man +Qγn + en, n = 1, . . . , N ✭❍✳✶✮
✇❤❡r❡ mr ✐s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ rt❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡✱ ar,n ✐s ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡
nt❤ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ en ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ s❡q✉❡♥❝❡
✇✐t❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ0 = ❞✐❛❣
(
σ2
)
✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s en ∼ N (0L,Σ0)✱ ✇❤❡r❡ σ2 = [σ21 , . . . , σ2L]T ✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs γr,r,n ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s mr⊙mr t❤❛t ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
♦♥❧② ♦♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs γi,j,n t✉♥❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❞♠❡♠❜❡rs✳
❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r γn = [γ1,1,n, . . . , γR,R,n, γ1,2,n, . . . , γR−1,R,n]
T ♦❢ s✐③❡ R(R + 1)/2× 1✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ Q = [m1⊙m1, . . . ,mR⊙mR,
√
2m1⊙m2, . . . ,
√
2mR−1⊙mR] ✐s ❛♥ L×R(R+1)/2 ♠❛tr✐① ✭❛s ❞❡✜♥❡❞
❜❡❧♦✇ ✭✹✳✺✳✶✮✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❍✳✶✮ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ✭❋❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❍❛❧✐♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛❀ ◆❛s❝✐♠❡♥t♦
❛♥❞ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s✱ ✷✵✵✾✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts γr,r,n ❛r❡ ❛❧❧ ♥✉❧❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② ▼❡❣❛♥❡♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❯ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts t❤❡♥ ♦❢
❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs {an}n=1,...,N ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❡❝t♦rs {γn}n=1,...,N ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞♠❡♠❜❡rs R ✐s
❧❛r❣❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ▲▼▼ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ ✭♦r ❡✈❡♥ ♥✉❧❧✮✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢Q ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs
{γn}n=1,...,N ✭❧❛r❣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡✮✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛ s✐♠♣❧❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡♠ ❢r♦♠ t❤❡
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❍✳✶✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐t
♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r
γn|zn = k, s2k ∼ N
(
0D, s
2
k■D
)
✭❍✳✷✮
✶✻✼
t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ nt❤ ♣✐①❡❧✱ ✇❤❡r❡ zn ∈ 1, . . . ,K ✐s ❛ ❧❛❜❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ nt❤ ♣✐①❡❧ ✭K ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✮ ❛♥❞ D = R(R+ 1)/2✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r s2k, k = 1, . . . ,K ❝♦♥tr♦❧s
t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✐①❡❧s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ kt❤ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ K ❝❧❛ss❡s
❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ss✐❣♥✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦rs ❢♦r t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦rs ✐s t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡s❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ t♦ ❜❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳
❯s✐♥❣ ✭❍✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ nt❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧ yn ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s
f(yn|M,an,γn,σ2) ∝ |Σ0|−1/2 exp
[
− (yn −Man −Qγn)
TΣ−10 (yn −Man −Qγn)
2
]
. ✭❍✳✸✮
❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ nt❤ ♣✐①❡❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ kt❤ ❝❧❛ss ✭k = 1, . . . ,K✮✳ ▼❛r❣✐♥❛❧✐③✐♥❣ γn ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
f(yn|M,an,σ2, zn = k, s2k) =
∫
f(yn|M,an,γn,σ2)f(γn|zn = k, s2k)dγn, ✭❍✳✹✮
✇❤❡r❡ f(γn|zn = k, s2k) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❍✳✷✮✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✭❇✐s❤♦♣✱
✶✾✾✺✱ ❆♣♣✳ ❇✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
yn|M,an,σ2, zn = k, s2k ∼ N
(
Man, s
2
kQQ
T +Σ0
)
. ✭❍✳✺✮
❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss ✭k = 0✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ♣✐①❡❧s✳ ■❢ t❤❡ nt❤ ♣✐①❡❧s ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ♠✐①❡❞ ✭✐✳❡✳✱
zn = 0✮✱ ❊q✳ ✭❍✳✶✮ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲▼▼ ②✐❡❧❞✐♥❣
yn|M,an,σ2, zn = 0 ∼ N (Man,Σ0) . ✭❍✳✻✮
❆ss✉♠✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣✐①❡❧s✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Y ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
f(Y|M,A, z, s,σ2) =
N∏
n=1
f(yn|M,an,σ2, zn, s) ✭❍✳✼✮
∝
K−1∏
k=0
∏
n∈Ik
1
|Σk| 12
exp
[
−1
2
y¯TnΣ
−1
k y¯n
]
✇✐t❤ Σk = s2kKM +Σ0 ✭k = 1, . . . ,K − 1✮✱ s2 = [s21, . . . , s2K ]T ✱ z = [z1, . . . , zN ]T ❛♥❞ y¯n = yn −Man✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
Ik ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧ ✐♥❞❡①❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ kt❤ ❝❧❛ss ❛♥❞ KM = QQT ✳ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
✐♥ ✭❍✳✼✮ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ✭✹✳✶✽✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❘❈❆✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✹✳✶✮ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✈❡❝t♦rs φn ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ♦r ✉s✐♥❣ ✭❍✳✶✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs {γn}n=1,...,N
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞✳ ■❢ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜♦❞② ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❢♦r ✐ts ❡❛s❡ ♦❢
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❆♣♣❡♥❞✐① ✐s ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭❍✳✼✮ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✐♥ ✭✹✳✶✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ KM ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ Q ✭✐✳❡✳✱ r❛♥❦(KM) = R(R+ 1)/2✮ ✇❤✐❝❤
✐s ♦❢t❡♥ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s L✳
✶✻✽
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❆❧t♠❛♥♥✱ ❨✳✱ ❉♦❜✐❣❡♦♥✱ ◆✳✱ ▼❝▲❛✉❣❤❧✐♥✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ ❏✳ ✭✷✵✶✸❛✮✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r s♣❡❝tr❛❧ ✉♥♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧
✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✳✱ ✻✶✭✶✵✮✿✷✹✹✷✕✷✹✺✸✳
❆❧t♠❛♥♥✱ ❨✳✱ ❉♦❜✐❣❡♦♥✱ ◆✳✱ ▼❝▲❛✉❣❤❧✐♥✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ ❏✳ ✭✷✵✶✸❜✮✳ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝✲
tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ✲ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❥♦✐♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✳
s✉❜♠✐tt❡❞✳
❆❧t♠❛♥♥✱ ❨✳✱ ❉♦❜✐❣❡♦♥✱ ◆✳✱ ❛♥❞ ❚♦✉r♥❡r❡t✱ ❏✳ ✭✷✵✶✸❝✮✳ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♣♦st✲♥♦♥❧✐♥❡❛r ✉♥♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧
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